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هاي تشکیل دهنده آنها، ها، بدلیل کمبود اطلاعات درباره جزءسیستممطالعه دقیق رفتار دینامیکی اسکله
هایی، بدلیل وجود پیچیده نظیر چنین سازههاي دینامیکی در مدلسازي سیستم بسیار پیچیده است.

هاي المان محدود مرسوم توان از روشقطعیت که تعیین دقیق آنها امکانپذیر نیست، نمیعوامل عدم
قطعیت در خصوصیات در این مقاله ضمن مطالعه مدل فیزیکی یک سازه اسکله، وجود عدم .استفاده نمود

سازي فنر به عرشه اسکله بصورت تصادفی شبیه –ي نوسانگر جرمدینامیکی آن، با استفاده از الحاق تعداد
شده و براي مطالعه عددي رفتار آن از روش المان محدود اتفاقی استفاده گردیده است. در این راستا از 

هاي متغیر ماتریس تصادفی براي مدل نمودن خصوصیات دینامیکی سیستم استفاده شده و مفهوم توزیع
هاي تجربی و مدلسازي عددي المان محدود اتفاقی، تابع پاسخ فرکانسی حاصل از آزمایشنهایتاً با مقایسه 

قطعیت طور قابل قبولی پارامترهاي عدممشاهده گردیده است که تابع چگالی احتمال ماتریس ویشارت به
  کند.مورد نظر در پاسخ دینامیکی سیستم را ارزیابی و ردگیري می
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 Exact dynamic analysis of piers due to lack of information about their constituting sub 
systems, is very complicated. Ordinary finite element methods cannot be used in 
modeling of complex dynamic systems such as these structures since many 
uncertainty factors exist which cannot be identified exactly. In addition to physical 
modeling of a pier structure, existence of uncertainty in dynamic behavior of the 
structure is investigated in this article. This investigation is carried out by means of 
random attachment of number of mass-spring oscillators to deck. Furthermore, 
stochastic finite element method is implemented for numerical study of its behavior. 
Random matrix distribution concept is used for modeling of dynamic characteristic of 
system. And finally, by means of comparison between frequency response function 
derived from experimental study and numerical modeling of random finite element, it 
is observed that Wishart matrix probability density function assesses uncertainty 
parameters in dynamic response of the structure acceptably. 
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  مقدمه -1
هاي ساحلی از سرعت رشد هاي اخیر، صنعت ساخت سازه در دهه

هایی ثابت  میان اجراي سازهبالایی برخوردار بوده است و در این 
ها براي کاربردهاي مختلفی از جمله  تر بوده است. اسکله متداول

ها با آبخور کافی، مهاربندي ایمن براي پهلوگیري لنگرگاه کشتی
ها و مسافران، ایجاد امکانات ها، تامین محل انتقال محموله کشتی

هاي لیتلازم جهت انجام فرایندهاي تعمیر و نگهداري و سایر فعا
- ها را میاند. جزئیات بیشتر از این نوع اسکلهتخصصی توسعه یافته
 یافت. ]1[توان در مرجع شماره 

کنند این هاي بزرگ دریایی که به ساحل برخورد میدرحین طوفان
، قرار دارند. شدید و تخریب کلی هايها غالباً در معرض آسیبسازه
همانند هر نوع سازه دیگر هاي ساحلی اساسی در نگهداري سازهاصل

باشد. اطمینان از عملکرد ایمن در طی طراحی و طول عمر سازه می
ها طی حوادث هاي ایجاد شده در اسکلهمشاهده وقوع آسیب

هاي مختلف دنیا، اهمیت بررسی هاي ساحلی در بخشطوفان
تر ها را مشخصمسئله تعیین تغییر رفتار دینامیک این نوع سازه

هاي قطعیت. اما پیچیدگی این مسئله بدلیل وجود عدم]2[سازد می
- ناشی از طبیعت تصادفی بارهاي هیدرودینامیکی و همچنین عدم

  .]3[یابد هاي موجود در مسائل اجرایی افزایش میقطعیت
هاي هاي دینامیکی پیچیده مانند سازهدر تحلیل خطی سیستم

جزء  قطعیت مربوط به مدل بصورتساحلی و فراساحلی، عدم
شوند که به شکل تصادفی به سازه اصلی هایی مدل میسیستم

هاي مدلسازي عددي قطعیت در روشگردند. این عدممتصل می
- هایی از این نوع جزء سیستمشوند. نمونهمرسوم در نظر گرفته نمی

هاي متحرك، هاي کنترل، جرثقیلها، کابلها عبارتند از بار، لوله
تعیین کاملاً دقیق مقدار نوسانات احتمالی امواج و غیره که امکان 

  .]7- 4[آنها وجود ندارد 
هاي احتمالاتی بصورت وسیعی در تمام روي سیستم تحقیقات بر

باشد، قطعیت میهاي مسائل مهندسی که داراي خواص عدمحوزه
سال اخیر رشد  30قطعیت در طی شود. تئوري عدمکار برده میبه

راین مسئله توصیف پارامترهاي طراحی قابل توجهی کرده است. بناب
یابد. هم اکنون با در نظر گرفتن رفتار تصادفی اهمیت روزافزون می

روشهاي مختلفی براي تحلیل و بازبینی دقیق این نوع مسائل وجود 
  دارد.

سیستم منطق فازي به مطالعه  کارگیريو همکاران با به مجتهدي
هاي فراساحلی یابی سازهقطعیت در فرایند عیبتاثیر عوامل عدم

پرداختند. آنها با استفاده از انجام آنالیز مودال بر روي مدل مقیاس 
- شده یک سازه جکتی، نشان دادند که در نظر گرفتن تاثیر عدم

موفقیت  قطعیت در مطالعه تجربی و مدلسازي عددي، درصد
هایی را افزایش هاي مطالعه رفتار دینامیکی چنین سازهالگوریتم

  .]8[دهد می

تواند به قطعیت را میدر مسائل مهندسی منشأهاي اصلی وجود عدم
هاي قطعیتهاي موجود در مدلسازي، عدمقطعیتموارد عدم

بندي نمود. بطور کلی، در این فیزیکی و عوامل اجرایی تقسیم
ها وضعیت تصادفی پارامترها بصورت توزیع پراکندگی حول روش

  .]9[شوند ي سیستم معین مدل میمقادیر مربوط به پارامترها
هاي پارامتري موجود در پاسخ قطعیتبنابراین بهتر است که عدم
هاي آماري مورد بررسی قرار گیرد. اگر سیستم با استفاده از روش

اطلاعات آماري قابل توجهی در دسترس باشد پاشیدگی مقادیر 
نمود. یک هاي احتمالاتی بیان توان با روشپارامترهاي مدل را می

اي هاي سازهقطعیتروش محاسباتی جدید براي تحلیل عدم
باشد. در این روش، در استفاده از روش المان محدود اتفاقی می
هاي موجود برازش داده ابتدا توابع چگالی احتمالاتی بر روي داده

تواند بصورت متغیر شود و به تبع آن پارامترهاي مدلسازي را میمی
  .]17-10[د تصادفی نمایش دا

توان هاي تصادفی، خواص هندسی و مصالح مدل را میدر حوزه
اند، مدل نمود. در هایی که جدیداً توسعه داده شدهمطابق با روش

را مورد  Karhunen-Loeveروش بسط  اسپانسو  قانماین راستا 
هایی شامل استفاده از فرایند استفاده قرار دادند. چنین روش

باشند. آنها بر روي یس سیستم تصادفی میسازي یک ماترمعکوس
هاي متعامد در حوزه پاسخ تصادفی روشی بر اساس بسط سري

مطالعه نمودند و مسئله را بر اساس سري معادلات جبري بیان 
  .]18[کردند 

یک روش مودال را پیشنهاد کردند که در  شرترو  ماكاز سوي دیگر 
احتمالاتی ارائه  ها یک توزیعآن براي خواص مودال جزء سیستم

قطعیت ناشی از خواص مودال کل سیستم را نموده و نهایتاً عدم
و  ادهیکاري. در پژوهشی دیگر ]19[بصورت یک رابطه ارائه نمودند 

قابلیت استفاده از ماتریس تصادفی ویشارت را مطالعه نمودند.  سرکار
 فنر که - در آن تحقیق آنها با استفاده از یک سیستم نوسانگر جرم

- اي شکل متصل میبصورت تصادفی به زیر یک سازه صفحه طره
  .]20[قطعیت فیزیکی پارامترهاي سازه را مدل کردند گردید، عدم

براي تحلیل دینامیکی در محدوده فرکانس پایین، مدلسازي جزء 
- ها، بطور معمول با استفاده از یک سیستم جرمی انجام میسیستم

نواحی فرکانس متوسط با شود. اگر مدلسازي جزء سیستم در 
ی پایین انجام گیرد، استفاده از روش مدلسازي محدوده فرکانس

بین محاسبات و آزمایش مشاهده خواهد شد.  اختلاف قابل توجهی
در این حالت لازم است که درجه آزادي داخلی جزء سیستم نیز در 

. در حالت کلی اطلاعات دقیق مربوط به ]21[نظر گرفته شود 
باشد. بنابراین، هایی در دسترس نمیچنین جزء سیستم پارامترهاي

- بدلیل اطلاعات ناکافی درباره خواص هندسی و ساختاري، مقیاس
- هاي هندسی، مشخصات اتصالات و غیره، مدلسازي چنین سیستم

. در ]22[هایی با روش معمول المان محدود پیچیده خواهد گردید 
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هاي تواند با جرمها میمحدوده فرکانس پایین اثر این جزء سیستم
اند، مدل شوند. این اضافه شده که بصورت تصادفی توزیع شده

کند. در محدوده رویکرد از افزایش درجات آزادي کل جلوگیري می
فرکانس بالا براي ایجاد مکانیزم مناسب انتقال انرژي بین سازه اولیه 

 -مهاي جرها به وسیله سیستمو ثانویه لازم است که جزء سیستم
هاي ثانویه منجر به تخمین فنر مدل شوند. مدلسازي صریح سیستم

ها روي دقیق دامنه توابع پاسخ فرکانسی و اثر جزء سیستم
  .]23و  21[گردد دینامیک سازه اصلی می

شان هاي ساحلی به خصوصیات دینامیکیرفتار دینامیکی سازه
زه هاي مختلفی مانند حومربوط است. در آزمایش مودال، روش

هاي مودال از پاسخ فرکانسی و زمانی براي بدست آوردن داده
باشد. درك تغییرات در مشخصات ها موجود میدینامیکی سازه

- دینامیکی معمولاً نیازمند بررسی طولانی مدت یک سازه اولیه می
تواند از مدل المان محدود ایجاد شده براي باشد. این سازه اولیه می

اي بدست آید. با وجود این، مدل عددي یک سازي رفتار سازهشبیه
تواند تمام سازه که براساس روش بسیار ایده آل ساخته شود نمی

هاي فیزیکی مدل واقعی را بیان کند. از اینرو بطور معمول در جنبه
هاي مودال، توابع پاسخ فرکانسی حاصل با نتایج مورد انجام آزمایش

گردد. این عدم ق نمیانتظار از مدل تحلیلی، بطور دقیق منطب
اي که قبلاً ذکرشد، قطعیت بگونهها از عوامل مختلف عدمانطباق

شود. در دهه گذشته، محققان متعددي بر روي حوزه ناشی می
ها، تعیین پارامترها و قطعیت مودال مربوط به فرایند کسب دادهعدم

  .]21[اند روشهاي کاهش داده، تمرکز کرده
ها براي کاربردهاي مختلفی اشاره شد، اسکلهطور که در ابتدا همان

شوند. اما در صنایع کشتیرانی و مهندسی سواحل استفاده می
آید، محققان همانگونه که از ادبیات فن و پیشینه تحقیق بر می

ها درباره رفتار دینامیکی این نوع از سازه ]24و  9[اندکی نظیر 
مطالعه حاضر در اند. همچنین نویسندگان بحث و مطالعه کرده

مقالات قابل دسترس هیچ گزارشی که بصورت مستقیم و به عنوان 
ها قطعیت در این نوع از سازههدف اصلی تحقیق، بر مسئله اثر عدم

قطعیت تمرکز کرده باشد نیافتند. درنتیجه، ارزیابی اثر شرایط عدم
توان به عنوان هدف اصلی این تحقیق برشمرد. در دینامیکی را می

هاي متداول در راستا نمونه یک سازه اسکله با توجه به نقشه این
ها در نظر گرفته شده است و در ادامه ساخت این نوع از سازه

براي تعیین  آزمایشگاهیهاي ارتعاشی بر روي مدل آزمایش
هاي ارزیابی مفاهیم اصلی روش مشخصات دینامیکی انجام گردید.

هاي غییرات در پاسخاي، بر مبناي بررسی روند تکلی سازه
تواند در اثر هاي سیستم میباشد و این پاسخدینامیکی سیستم می

 -25[ تحریک سازه توسط هر نوع نیروي دینامیکی خارجی باشد
قطعیت بر روي یک سازه تحلیل عدمبنابراین، در این مطالعه  .]27

سپس مدل اولیه المان  اسکله در حالت خشک انجام گرفته است.

زه تهیه گردید و در نهایت مدل المان محدود بر اساس محدود سا
نتایج آزمایشگاهی حاصله اصلاح و بروز شد. در این تحقیق اثر 

اي از هاي مدلسازي در مدل اصلی به وسیله مجموعهقطعیتعدم
شود. فنرهاي توزیع شده بصورت تصادفی، در نظر گرفته می -جرم 

امیکی جدید را ایجاد اعمال این شرایط بر مدل، یک سیستم دین
کند. در نتیجه یک مدل احتمالاتی از تئوري ماتریس تصادفی می

  آید.هاي دینامیکی آن بدست میقطعیتبراي بیان عدم
هاي قطعیت، از ماتریسبراي این منظور، براي بررسی مشکل عدم

تصادفی ویشارت استفاده شده است. مطالعه حاضر با مد نظر قرار 
هاي موجود در مقالات و کارهاي دیگر به و یا نقص دادن نتایج مفید

قطعیت انجام منظور ارائه روشی کارآمد در بررسی مسائل عدم
  گرفته است.

روش استفاده از مفهوم توزیع احتمالاتی  2در ادامه مقاله، در بخش 
قطعیت دینامیک سازه بیان هاي تصادفی در بررسی عدمماتریس

فیزیکی اسکله ساخته شده و مشخصات مدل  3شده و در بخش 
مدل المان محدود اولیه آن و نحوه تعیین مشخصات دینامیکی 

سازي روش توزیع شبیه 4مربوطه شرح داده شده است. در بخش 
شود و متغیر ماتریسی ویشارت مربوط به سیستم تجربی توصیف می

نتایج تجربی با استفاده از تئوري ماتریس تصادفی  5در بخش 
شود و سرانجام در بخش نتایج نشان داده خواهد شد که ارزیابی می

هاي مدل قطعیتاستفاده از ماتریس تصادفی ویشارت در بیان عدم
  سازه مشابه با این تحقیق کارآمد خواهد بود.

  
هاي تصادفی استفاده از مفهوم توزیع احتمالاتی ماتریس -2

  قطعیت دینامیک سازهدر بررسی عدم
، کارآمد نیستند هاي پارامتري مرسومدر مسائل عملی که روش

توان راهکارهاي جایگزینی را بر اساس ردگیري مفهوم مسئله می
قطعیت، مورد مطالعه قرار داد. به عنوان نمونه، در حالتی که عدم
قطعیت هاي آماري کمی در اختیار باشد در بررسی مسئله عدمداده

رد بررسی قرار لازم است که تعداد پارامترهاي تصادفی زیادي مو
گیرد. توجه به این مسئله، راهکار استفاده از مفهوم توزیع متغیر 

هاي سیستم دینامیکی مطرح ماتریسی را براي مدل نمودن ماتریس
توان از مفهوم تابع چگالی احتمالاتی کند. در این راستا میمی

متغیر ماتریسی در تعریف یک ماتریس تصادفی استفاده نمود. تابع 
تواند بصورت مشابه با تابع احتمالاتی یک ماتریس میچگالی 

چگالی احتمالاتی یک متغیر تصادفی یا بردار تصادفی تعریف گردد. 
باشد آنگاه تابع چگالی  nmیک ماتریس تصادفی حقیقی  Aاگر 

n×pA احتمالاتی متغیر ماتریس  با PA(A) شود نشان داده می
به اعداد nm هاي حقیقی از فضاي ماتریس که در واقع نگاشت

)n×mحقیقی  ) :p A A   باشد.می  
تابع چگالی احتمالاتی ماتریس متغیر تصادفی متعددي در مسائل 
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مکانیکی تصادفی وجود دارد ولی از میان آنها توزیع ویشارت بدلیل 
 شود،معین و متقارن می-هاي مثبتاینکه همیشه منجر به ماتریس

هاي سیستم تواند گزینه مناسبی براي مدلسازي ماتریسمی
. تابع ]28[اي احتمالاتی باشد تصادفی بدست آمده از مکانیک سازه

چگالی احتمالاتی ماتریس تصادفی ویشارت بصورتی که در ادامه 
  شود.آید تعریف میمی

 ∑معین متغیرهاي تصادفی و -ماتریس متقارن و مثبت Xاگر 
 Xباشد آنگاه  p≥nباشند در صورتیکه  n×pمعین -ماتریس مثبت

باشد و داراي توزیع تابع درجه آزادي می pداراي توزیع ویشارت با 
  باشد:چگالی احتمال بصورت زیر می

  

)1(  111 ( X)
22

2 2

1(X) X
2 ( )

2

n p tr

X np n

p

S e
n

   


 
 

)که در آن  )
2p
n

 تابع گاما چند متغیره بصورت زیر تعریف می -

  گردد:
  

)2(   ( 1) 4
1( ) 2 (1 ) 2

2
p p p

p j
n n n j

       
  

تعمیم  n>p-1تواند براي هر مقدار حقیقی در واقع رابطه بالا می
  داده شود.

در بحث تئوري احتمالات، وجود عدم قطعیت در سیستم ممکن 
شود. هاي جرم، سختی و میرایی تصادفی میاست منجر به ماتریس

هاي درجه آزادي براي سیستم nمعادله حرکت یک سیستم 
  گردد:دینامیکی خطی بصورت زیر بیان می

  

)3(  ( ) ( ) ( ) ( )X t X t X t f t  M C K   
  

هاي جرم، میرایی و سختی بترتیب ماتریس Kو  M ،Cکه در آن 
هاي المان محدود حل این مسئله دینامیکی از روش برايباشند. می

توزیعات تصادفی پارامترهاي مورد نظر استفاده با در نظر گرفتن 
  .شودمی

بترتیب ماتریسهاي جرم، میرایی و  Kو  M ،Cشود که فرض می
باشد. در این حالت این سختی متناظر با سیستم اولیه (پایه) می

استفاده از روش المان محدود قطعی قابل بررسی و پارامترها با 
قطعیت در باشند. با این وجود پارامترهاي داراي عدممحاسبه می

ماتریسهاي تصادفی  Kو  M ،Cاي وجود دارد که مدلسازي بگونه
باشند. پذیري قطعی میعملی به هنگام انجام یک رویه انطباق

اطلاعات شناخته شده مربوط به  Kو  M ،Cهايماتریس
توانند نزدیک به میانگین تجمعی هاي سیستم هستند و میماتریس
هاي متغیر ماتریسی باشند. توزیع Kو  M ،Cهاي تصادفی ماتریس
  هاي سیستم تصادفی بایستی بصورتی باشند که:ماتریس

1- M ،C  وK هاي متقارن باشندماتریس 

2- M معین و - ماتریس مثبتC  وK هاي غیر مثبتماتریس- 
 معین باشند.

لنگرهاي معکوس ماتریس سختی دینامیکی بصورت زیر موجود  -3
 باشد:

 

)4(  2D( ) i     M C K  
 

)، اگر به ازاي هر  )H تابع پاسخ فرکانسی ماتریس )FRF (
  باشد آنگاه:

  

)5(  1 2 1( ) ( ) [ i ]        H D M C K  
  

 مجموعهگذاري براي نشان Gبراي سهولت در نوشتار از حرف 
در  ادهیکاريشود. استفاده می )Kو  M ،Cهاي سیستم (ماتریس

با استفاده از روش کمینه سازي خطاي حداقل مربعات  2007سال 
  :]29[را بصورت زیر پیشنهاد نمود  Gترین توزیع بهینه

  

)6(  G � ~ nW (p, )  
  

  که در آن
  

)7(  1 Gp n     
  و
  

)8(  G G  
  

  آیند:بصورت زیر بدست می Gو  Gهاي ثابت
  

)9(   2

2 2

Trace( )1 1 ( 1)
Trace( )G

G

n


      
  

G

G
 

  و
)10(  ( 1 )G G Gn      
  

Gعدم شود که خصوصیاتبعنوان پارامتر پراکنش شناخته می -
  است. Gقطعیت در ماتریس تصادفی 

  شود:بصورت زیر تعریف می Gپارامتر
  

)11(  
2

2 F
2

F

E[ E[ ] ]

E[ ]G



G G

G
 

  

تواند بعنوان انحراف معیار می Gشود کهاز این عبارت برداشت می
 تعریف شود. لنگر اول Gنرمال شده ماتریس تصادفی  -میانگین

  گردند.) و عناصر تانسور کواریانس بصورت زیر تعیین میمیانگین(
  

)12(  E[ ] Gp p   G G  
 

)13(  
cov( , ) ( )
1 ( )

ij kl ik jl il jk

ik jl il jk
G

G G p

G G G G


      


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- از طریق ماتریس میانگین محاسبه می ikG) مقادیر 13در رابطه (
- قطعیت توزیع را کنترل میگردد. بنابراین، تنها پارامتري که عدم

) محاسبه شود. 9بایستی از رابطه (می Gباشد. مقدار می Gکند، 
باشد قطعیت مدل میحاوي اطلاعاتی مربوط به عدم Gپارامتر 

طور به که بایستی از آزمایشهاي فیزیکی یا کامپیوتري بدست آید.
هاي زیر خلاصه فرایند مورد استفاده در این مطالعه بصورت گام

  انجام گرفته است:
هاي قطعی اج ماتریساستخر )1( , ,G M C K  با استفاده از

هاي روش المان محدود استاندارد و تعیین بعد ماتریس
 )nسیستم (

محاسبه انحراف معیار نرمال و ضریب پراکنش متناظر با  )2(
 هاي سیستم از طریق مدلسازي آزمایشگاهی یا عدديماتریس

) براي 9با استفاده از رابطه ( Gمحاسبه مقدار  )3(
 , ,G  M C K 

 )10- 7با استفاده از روابط ( Σو  pتعیین مقادیر  )4(

 wishrndهاي ویشارت با استفاده از دستور ایجاد ماتریس )5(
 MATLABافزار نرم

هاي سیستم و سپس حل تکرار مراحل قبل براي ماتریس )6(
 ]New mark-β ]30 با استفاده از روش معادله دینامیکی آن

مقایسه نتایج بدست آمده از آزمایشات با نتایج حاصل از روش  )7(
تفاده از روش آماري جذر عددي بصورت کیفی و کمی با اس

 ) RMSEخطا ( میانگین مربعات
  

  مشخصات مدل فیزیکی و المان محدود -3
در این مطالعه، براي بررسی دینامیک اسکله ساحلی، یک مدل 

 ها درمعمول براي انجام آزمایشفیزیکی بر اساس ابعاد یک اسکله 
ی به ). مدل مورد بررس1آزمایشگاه ارتعاشات ساخته شد (شکل 

شمع فولادي تشکیل شده  9و  از یک عرشهکیلوگرم  12/39وزن 
اند. خصوصیات صل شدهها بصورت گیردار به عرشه متکه شمع

  آورده شده است.  1فیزیکی و هندسی عرشه در جدول 
  

  
  چیدمان تجهیزات انجام آزمایش آنالیز مودال تجربی - 1شکل 

 خواص فیزیکی و هندسی عرشه اسکله -  1جدول 

7850 
 چگالی جرمی

]kg/m3[  400  طول ]mm[  

  ]mm[عرض  400 ضریب پواسون 3/0

200 
مدول یانگ 

]GPa[  10  ضخامت]mm[  
  

هاي فولادي با قطر خارجی، ضخامت و طول بترتیب ها لولهشمع
باشند. خصوصیات فیزیکی و هندسی میلیمتر می 600و  5، 40

نشان داده  2آمده است. همانطور که در شکل 2ها در جدولشمع
فاصله  S( 75/3) برابر با S/dها (است نسبت فاصله شمع شده
قاب مدل داراي اعضاي  ها) بوده وقطر شمع dها از یکدیگر و شمع

- میلیمتر می 10سانتیمتر و قطر  5/33و  15مهاري افقی و قطري 
  اشد.ب

 اسکله هايشمع خواص فیزیکی و هندسی -  2جدول 

7850 
چگالی جرمی 

]kg/m3[  600   طول]mm[  

  ]mm[قطر خارجی  40 ضریب پواسون 3/0
  ]mm[ضخامت  5  ]GPa[مدول یانگ  200

  

  
  

بندي متناظر مدل فیزیکی و مدل عددي تهیه شده در شبکه -2شکل 
  ANSYSافزار نرم

  

هموژن و مدول یانگ  سازه بصورت هندسهدر سیستم اولیه (پایه)، 
. به این در نظر گرفته شدبصورت یکنواخت هم و ضریب پواسون 

فنر بصورت تصادفی به عرشه سیستم  -علت که نوسانگرهاي جرم
- قطعیت در سیستم نمایان میشوند، در نتیجه عدممیاولیه متصل 

گردد. جرم هر یک از نوسانگرهاي متصل شده به عرشه اسکله 
 8گردد (المان تقسیم می 64باشد. عرشه مدل به گرم می 8/231

، با انتخاب 2المان در عرض) و با توجه به شکل  8المان در طول و 
- تحریک کننده و شتابگوشه عرشه اسکله به عنوان نقطه مبدأ، 

- شوند. در این مطالعه شتابها متصل میها مستقیماً به گرهسنج
متصل  SP2و  SL1، SL4هاي نقطه از سازه بنام سهها به سنج

مختصات این  3شود. در جدول تحریک می f1شده و مدل در نقطه 
  نقاط آورده شده است. 
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 مختصات نقاط سنسورها بر روي اسکله – 3جدول 
)0,5 ,0(  SL1  
)0,20 ,0(  SL4 
)30,20 ,5( SP2  
)15,5 ,5(  f1 

  
در این مطالعه، ساخت مدل عددي اسکله و تحلیل ارتعاشی آن با 

و همچنین  انجام شده ANSYSافزاري تحلیلی استفاده از بسته نرم
هاي هاي مورد استفاده براي پردازش اطلاعات و دادهکدنویسی

افزار تجربی با استفاده از نرمبدست آمده از حل عددي و 
MATLAB .تحریک ارتعاشی خارجی با  صورت گرفته است

 4809 استفاده از عملکرد یک محرك الکترودینامیکی (مدل 
B&K) که در انتهاي آن یک نیروسنج از نوع (AC20, APTech (

تعبیه شده بود، به مدل اعمال گردید. ورودي محرك با استفاده از 
سنج گردید. یک عدد شتابکنترل می 2706از نوع یک آمپلی فایر 

هاي ) براي ثبت پاسخB&K 4508یک جهته سبک وزن (از نوع 
سنج و حسگر نیرو به طور همزمان به اي استفاده گردید. شتابسازه

یک سیستم ثبت داده متصل شده بودند. فرکانس داده برداري برابر 
سازه با توجه به یک کیلوهرتز و بازه حساسیت فرکانسی  385/16

د. هرتز تنظیم ش 200تا  0ود، بین آنالیز اولیه مدل المان محد
) جهت انجام PULSE )2006افزار پاسخهاي فرکانسی سازه به نرم

  گردید.هاي بعدي، ارسال پردازش
  

  روش ماتریس تصادفی در تحلیل عددي -4
هاي تصادفی مربوط به سیستم در این بخش بصورت عددي ماتریس

سازي خواهد شد. هدف تعیین شبیه 3جربی بحث شده در بخش ت
تواند با هاي تجربی میقطعیت در دادهاین است که آیا الگوي عدم

استفاده از روش ماتریس تصادفی توصیف شود. در این مطالعه یک 
سازه اسکله با هندسه همگن (ضخامت یکنواخت) و خواص 

یکنواخت) در نظر  ساختمانی همگن (مدول یانگ و نسبت پواسون
  گرفته شده است.

کار رفته است و روش المان المان به 308محاسبات تجربی در 
مود (  120باشد و تنها درجه آزادي می 1782محدود حاصل داراي 

کیلو هرتز هستند) در محاسبه تابع پاسخ  4که اندکی بالاي 
برابر با فرکانسی استفاده شده است. ضریب میرایی براي تمام مودها 

درصد فرض و این ضریب میرایی ثابت براي تمام مودها، یک  7/0
آل بایستی ضرایب میرایی براي باشد. در حالت ایدهفرض مجازي می

مرتبه محاسبه  50توان از تمامی مودهاي ممکن تعیین شود و می
در آزمایش مقدار میانگین گرفته شود. به هر حال در نظر گرفتن 

ه همانند ضریب میرایی ثابت که در اینجا در میرایی بصورت ساد
نظر گرفته شده است یک روش به کار رفته در بسیاري از موارد 

هاي فاقد عمومیت را است. این تحقیق همچنین صحت چنین فرض

  سنجد.هاي مناسب میبینیدر پیش
در ابتدا تابع پاسخ فرکانسی سیستم اولیه (پایه) تجربی و مدل 

 3نقطه نشان داده در شکل  سهم اولیه در المان محدود سیست
هاي توابع پاسخ فرکانسی مقایسه خواهد شد. در این شکل دامنه

سیستم اولیه بدست آمده با استفاده از مدل المان محدود قطعی و 
است. به طور کلی نتایج تجربی و  تجربی مورد مقایسه قرار گرفته

ل قرار گرفته دسی ب -18و  -16نتایج المان محدود در محدوده 
مقادیر اختلاف بین نتایج آزمایشگاهی و عددي که با استفاده  .است

) محاسبه شده است در RSMEاز معیار جذر میانگین مربعات خطا (
   بصورت جداگانه آورده شده است. 3نمودارهاي شکل 

  

  (الف)

  
  (ب)

  
  (ج) 

 سهتوابع پاسخ فرکانسی سیستم اولیه براي  دامنهمقایسه  - 3شکل 
  SP2 )و (ج SL4ب) ( ،SL1الف) (نقطه 

RMSE=1.76 dB 

RMSE=1.20 dB 

RMSE=1.26 dB 
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علت اصلی براي مشاهده قدري اختلاف بین نتایج تجربی و عددي 
اي که قبلاً اشاره شد تواند اعمال مقدار ضریب میرایی ثابت بگونهمی

  در مدل المان محدود باشد.
رد نیاز کارگیري روش ماتریس تصادفی موبراي بهدو پارامتر کلیدي 

ترتیب میانگین و انحراف معیار نرمال شده است که این پارامترها ب
ماتریسی سیستم است. سیستم پایه (اولیه) به عنوان مدل فیزیکی 

شود. در نظر گرفته می 1سازه یک اسکله نشان داده شده در شکل 
تفاده از روش المان هاي میانگین جرم و سختی با اسماتریس

مرتبه بررسی سازه و  50آیند. تمامی محدود استاندارد بدست می
هاي اند. سپس نمونهنوسانگرها به طور مجزا شبیه سازي شده

ذخیره  1782در  1782ماتریس جرم و سختی بصورت ماتریس 
هاي جرم و سختی با اند. انحراف معیار نرمال شده ماتریسشده

00472/0σ୑صورت ب 11 استفاده از معادله 0034/0σ୏و  = = 
درصد ضریب میرایی مودال ثابت  7/0آیند. از آنجا که بدست می

برابر با صفر شده  σେ ها در نظر گرفته شد در نتیجهبراي تمام مود
قطعیت مرتبط با اطلاعات به کار تنها عدم σ୏و  σ୑. مقادیر است

هاي ماتریسباشند. در برازش رفته در روش ماتریس تصادفی می
هاي حاصل، اطلاعات مربوط به موقعیت مکانی ویشارت بر داده

شان بطور نوسانگرهاي متصل و همچنین خواص سختی و جرم
 واقعی وضعیت تجسم براي مدلی گردند. چنینصریح استفاده نمی

 به گرتحلیل دسترسی عدم در شرایط پیچیده مهندسی سیستم یک
- باشد. با بهقابل طرح می هاقطعیتعدم ارتباط با در جامع اطلاعات
00472/0σ୑و  = 1782n کارگیري 0034/0σ୏و  = و  =

براي  ெߠو  ௄ߠمقادیر  ،Kو  Mهمچنین مقادیر قطعی براي 
 98736و  9675638 برابر با بترتیب محاسبه پارامترهاي ویشارت

  .شد
  
ارزیابی نتایج تجربی با استفاده از تئوري ماتریس  -5

  تصادفی
بسیاري از مسائل واقعی مطرح در حوزه مهندسی، دسترسی به در 

پذیر ها بطور کامل امکانقطعیتاطلاعات آماري مربوط به عدم
هاي باشد. در چنین مواردي ارزیابی کارایی برازش ماتریسنمی

باشد. در این قطعیت مطلوب میتصادفی در دستیابی به اثرات عدم
به شکل توابع تصادفی در  بخش خصوصیات توابع پاسخ فرکانسی

حوزه فرکانسی مورد مطالعه قرار خواهد گرفت. در نتیجه 
هاي خصوصیات آماري توابع پاسخ فرکانسی بدست آمده از آزمایش

- تجربی و استفاده از تئوري ماتریس تصادفی  با یکدیگر مقایسه می
گردند و در ادامه خصوصیات آماري دامنه و فاز به منظور ارزیابی 

هاي تجربی بینی روش ماتریس تصادفی در کنار دادهیت پیشقابل
گیرد. لازم است که این واقعیت را در نظر مورد بررسی قرار می

داشت که روش ماتریس تصادفی تنها به اطلاعات آماري محدودي 

  ) نیاز دارد.σୋبه منظور محاسبه پارامتر پراکنش (
کارگیري ماتریس هو ب سازي مونت کارلوبا استفاده از شبیهدر ادامه 

 4تصادفی به مقایسه نتایج تجربی پرداخته شده است. در شکل 
میانگین تجمعی و انحراف معیار دامنه در حالت اعمال تحریک 

با استفاده از  SL1و برداشت داده در نقطه  f1ورودي در نقطه 
گردد. با هاي تجربی و شبیه سازي مونت کارلو مقایسه میداده

تار مدل فیزیکی حاضر، اطلاعات مربوط به توابع پاسخ توجه به ساخ
در این  کیلوهرتز در نظر گرفته شده است. 4فرکانسی تا محدوده 

مقدار جذر میانگین مربعات خطاي پاسخ فرکانسی تجربی و  حالت
همانطور که قبلاً اشاره شد بل حاصل گردید.  دسی 18/1عددي 

انتخاب نادقیق ضریب میرایی علت وجود اختلاف ناچیز بین نتایج، 
ترین حالت، لازم است که ضریب میرایی مودال آلباشد. در ایدهمی

با توجه به مقدار مودها و در هر نمونه با استفاده از نتایج تجربی 
بطور دقیق محاسبه گردد. ولی در اینجا با قبول محدوده اختلاف 

راي ضریب مشاهده شده از همان عملکرد انتخاب یک مقدار ثابت ب
  میرایی استفاده شده است.

 SP2و  SL4مشابه با مراحل انجام شده در قسمت قبل، براي نقاط 
هاي نیز توابع پاسخ فرکانسی نقاط دورتر از نقطه تحریک در شکل

  اند. نشان داده شده 6و  5
  

  
مقایسه میانگین و انحراف معیار دامنه تابع پاسخ فرکانسی  -4شکل 

  SL1نقطه 
  

  
مقایسه میانگین و انحراف معیار دامنه تابع پاسخ فرکانسی  - 5شکل 

  SL4نقطه 

RMSE=1.18 dB 

RMSE=0.96 dB 
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مقایسه میانگین و انحراف معیار دامنه تابع پاسخ فرکانسی  - 6شکل 

  SP2نقطه 
  

مقدار جذر میانگین مربعات خطاي پاسخ فرکانسی تجربی و عددي 
بل حاصل گردید.  دسی 16/1و  96/0بترتیب  SP2و  SL4در نقاط 

نقطه، میانگین و انحراف معیار تجربی در مقایسه با  3براي تمامی 
نتایج عددي از مقادیر بالاتري برخوردار است. این مسئله ممکن 

ضریب میرایی مودال در مدل عددي  است مربوط به انتخاب مقدار
اي با هم طور قابل ملاحظهباشد به این علت که الگوي نقاط اوج به

مشابه هستند ولی از نظر ارتفاع با هم تفاوت دارند و این حاکی از 
  باشد.سازي شده نادرست میآنست که مقدار میرایی در مدل شبیه

که مقادیر  نمایددر حقیقت مطالعه حاضر به وضوح اثبات می
اي تواند منجر به خطاهاي قابل ملاحظهنادرست ضرایب مودال می

هاي تصادفی بینی شده با استفاده از ماتریسقطعیت پیشدر عدم
مقادیر فاز تابع پاسخ فرکانسی حاصل از  7در شکل ویشارت گردد. 

  مدل المان محدود قطعی و نتایج تجربی با هم مقایسه گردیدند.
  

  (الف)

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  (ب)

  
  (ج)

  
 نقطه سهتوابع پاسخ فرکانسی سیستم اولیه براي  فاز مقایسه - 7 شکل

  SP2 و (ج) SL4 (ب) ،SL1 (الف)
  

انحراف معیار و میانگین تجمعی فاز پاسخ فرکانسی  8شکل در 
سازي حاصل از آزمایش و شبیه )نزدیک نقطه تحریک( SL1نقطه 

گرفته است. الگوي ماتریس تصادفی ویشارت مورد مقایسه قرار 
 زي در طی محدوده فرکانسیسانتایج میانگین آزمایش و شبیه

بسیار مشابه است و در این حالت نیز اختلافات بین نتایج ممکن 
  است ناشی از اعمال مقادیر نادرست ضریب میرایی باشد.

  

  
مقایسه میانگین و انحراف معیار فاز تابع پاسخ فرکانسی نقطه -8شکل 

SL1  
  

 SL4 طادورتر از نقطه تحریک یعنی نق احیوپاسخ فرکانسی نتابع 
. همانگونه که در اندنشان داده 10و  9هاي در شکلبترتیب  SP2 و

RMSE=1.16 dB 
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مشهود است نتایج میانگین تجربی در محدوده  هااین شکل
هاي ماتریس تصادفی سازيفرکانسی متوسط و بالا متفاوت از شبیه

  باشد.می
  

  
مقایسه میانگین و انحراف معیار فاز تابع پاسخ فرکانسی نقطه  .9شکل 

SL4  
  

  
مقایسه میانگین و انحراف معیار فاز تابع پاسخ فرکانسی نقطه  .10شکل 

SP2  
 

 گیرينتیجه - 6
قطعیت در رفتار در این مقاله براي مطالعه تاثیر عوامل عدم

استفاده دینامیکی سازه اسکله ساحلی از مطالعه یک مدل فیزیکی 
قطعیت در خصوصیات دینامیکی آن با شده و وجود عوامل عدم

فنر به عرشه اسکله مدل  –استفاده از الحاق تعدادي نوسانگر جرم 
، روش المان سازي گردید. همچنین براي مطالعه عدديشبیه

کار رفته است. بدین منظور از توزیع تصادفی متغیر محدود اتفاقی به
نمودن رفتار دینامیکی استفاده شده و تابع ماتریسی براي مدل 

هاي تجربی و مدلسازي عددي با پاسخ فرکانسی حاصل از آزمایش
- هم مقایسه شدند. نتایج حاصل از این مطالعه بصورت زیر بیان می

  گردد:
بندي یکسان بر روي عرشه مدل با استفاده از تعیین مش - )1(

فنر، مدل  –رم فیزیکی و مدل عددي، به جاي توزیع تصادفی ج
  کار گرفته شده است.عددي اتفاقی به

در مطالعه حاضر مشاهده شد که انتخاب مقادیر نادرست  - )2(

بینی قطعیت پیشی در عدمیتواند منجر به خطاهاضریب میرایی می
هاي تصادفی ویشارت گردد. همچنین شده با استفاده از ماتریس

ي برداشت شده نیز هاترکیب درصدي از نویزهاي محیطی در داده
باشد که با در نظر گرفتن تمهیداد مختلف نظیر از عوامل خطا می

  باشد.گیري، ناگزیر میفیلتر کردن آنها در ابزار اندازه
گیري شده در سه نقطه دامنه و فاز توابع پاسخ فرکانسی اندازه - )3(

از سازه بررسی شد و انطباق قابل قبولی بین نتایج بدست آمده از 
  هاي تجربی حاصل گردید.ماتریس ویشارت و آزمایش مدل

کارگیري عملی این روش، مشاهده گردید که تعیین در به - )4(
هاي سیستم از اهمیت انحراف معیارهاي نرمال مرتبط با ماتریس

تر بیشتري را هاي پیچیدهکلیدي برخوردار است. لذا سیستم
مدل ماتریس تصادفی بایستی مورد مطالعه قرار داد تا بتوان کاربرد 

بندي کلی نمود و قطعیت مدل را جمعگیري عدمویشارت در اندازه
  نماید.مطالعه حاضر تحقیقات بیشتر در این حوزه را ایجاب می

  
  کلید واژگان
 Subsystems  جزء سیستم

 
 Scatter  پاشیدگی

 
 Stochastic finite element  روش المان محدود اتفاقی

method 
 

 Probability density  احتمال تابع چگالی
function 
 

 Wishart matrix  ماتریس ویشارت
 

 Frequency response  تابع پاسخ فرکانسی
function 

  
  

  فهرست علائم
ماتریس سختی 

 دینامیکی
( )A  

پارامترهاي توزیع 
p,  ویشارت  

f(t)  بردار نیرو  
مجموع عناصر قطري 

  ماتریس
( )Trace 

 
  توزیع بصورت pdf  تابع چگالی احتمال  

  مجموعه اعداد حقیقی   فرکانس تحریک   
هاي فضاي ماتریس

 n×mحقیقی 
n×m   نرم فروبنیوس ماتریس 

F
  

تابع گاماي چند 
nΓ  متغیره (a)  

روش المان محدود 
 SFEM  اتفاقی

    FRF  تابع پاسخ فرکانسی
  

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

73
57

60
8.

13
93

.1
0.

19
.4

.7
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
ar

in
e-

en
g.

ir
 o

n 
20

25
-0

8-
26

 ]
 

                             9 / 11

https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.17357608.1393.10.19.4.7
https://marine-eng.ir/article-1-287-en.html


  شارتیو یتصادف سیبا استفاده از مدل ماتر یروش المان محدود اتفاق اسکله به یکینامیدر عملکرد د تقطعیعوامل عدم یبررس/ لریان و همکارانمرتضی بیک
 

10  

 مراجع - 7
1- Unified Facilities Criteria, UFC 4-152-01, 

(2005), Design: Piers and Wharves, 
Department of Deeense, United States of 
America. 

2- Clark, R.R., LaGrone, J.W., and Koch, j.L., 
(2006), Hurricane Wilma-Post-Storm Beach 
Conditions and Coastal Impact Report, 
Florida Department of Environmental 
Protection, Bureau of Beaches and Coastal 
Systems, 98 pp. 

3- Hall, J.W., Davis, J.P., and Blockley, D.I., 
(1998), Uncertainty Analysis of Coastal 
Projects. Coastal Engineering, p.1461-1474. 

4- Soize, C., (1993), A model and numerical-
method in the medium frequency-range for 
vibroacoustic predictions using the theory of 
structural fuzzy, Journal of the Acoustical 
Society of America, Vol. 94(2), p.849–
865(part1). 

5- Strasberg, M., Feit, D., (1995), Vibration 
damping of large structures induced by 
attached small resonant structures, Journal of 
the Acoustical Society of America, Vol. 
94(3), p.1814–1815. 

6- Russell, D.A., Sparrow, V.W., (1995), Back 
scattering from a baffled finite plate strip with 
fuzzy attachments, Journal of the Acoustical 
Society of America, Vol. 98(3) p. 1527–1533. 

7- Weaver, R.L., (1997), Mean and mean-square 
responses of a prototypical master/fuzzy 
structure, Journal of the Acoustical Society of 
America, Vol. 101(3), p.1441–1449. 

8- Mojtahedi, A., Lotfollahi Yaghin, M.A., 
Ettefagh, M.M., Fujikubo, M., (2013), 
Detection of nonlinearity effects in structural 
integrity monitoring methods for offshore 
jacket-type structures based on principal 
component analysis, Marine Structures, Vol. 
33, p.100–119. 

9- Schuttrumpf, H., Kortenhaus, A., Frohle, P., 
and Peters, K., (2008), Analysis of 
uncertainties in coastal structure design by 
expert judgment, Chinese-German Joint 
Symposium on Hydraulic and Ocean 
Engineering, Darmstadt, August 24-30, p.102-
107. 

10- Adhikari, S., Manohar, C.S., (1999), Dynamic 
analysis of framed structures with statistical 
uncertainties, International Journal for 

Numerical Methods in Engineering Vol. 
44(8), p.1157–1178. 

11- Adhikari, S., Manohar, C.S., (2000), 
Transient dynamics of stochastically 
parametered beams, ASCE Journal of 
Engineering Mechanics Vol. 126 (11), 
p.1131–1140. 

12- A.Sarkar, A., Ghanem, R., (2002), Mid-
frequency structural dynamics with parameter 
uncertainty, Computer Methods in Applied 
Mechanics and Engineering Vol. 191(47–48), 
p.5499–5513. 

13- Ghanem, R., Sarkar, A., (2003), Reduced 
models for the medium-frequency dynamics of 
stochastic systems, Journal of the Acoustical 
Society of America, Vol. 113(2), p.834–846. 

14- Sarkar, A., Ghanem, R., (2003), A 
substructure approach for the mid-frequency 
vibration of stochastic systems, Journal of the 
Acoustical Society of America, Vol. 113(4), 
p.1922–1934(part1). 

15- Nair, P.B., Keane, A.J., (2002), Stochastic 
reduced basis methods, AIAA Journal, Vol. 
40(8), p.1653–1664. 

16- Elishakoff, I., Ren, Y.J., (2003), Large 
Variation Finite Element Method for 
Stochastic Problems, Oxford University 
Press, Oxford, UK. 

17- Sachdeva, S.K., Nair, P.B., Keane, A.J., 
(2006) Comparative study of projection 
schemes for stochastic finite element analysis, 
Computer Methods in Applied Mechanics and 
Engineering, Vol. 195(19–22), p.2371–2392. 

18- Ghanem, R., Spanos, P.D., (2003), Stochastic 
Finite Elements: A Spectral Approach, 
revised ed., Dover Publications, New York. 

19- Mace, B.R., Shorter, P.J., (2000), Energy flow 
models from finite element analysis, Journal 
of Sound and Vibration, Vol. 233(3) p.369–
389. 

20- Adhikari, S., Sarkar, A., (2009), Uncertainty 
in structural dynamics: Experimental 
validation of a Wishart random matrix model, 
Journal of Sound Vibration, Vol. 323, p. 802-
825. 

21- Soize, C., (2000), A nonparametric model of 
random uncertainties for reduced matrix 
models in structural dynamics, Probabilistic 
Engineering Mechanics, Vol. 15 (3), p. 277–
294. 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

73
57

60
8.

13
93

.1
0.

19
.4

.7
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
ar

in
e-

en
g.

ir
 o

n 
20

25
-0

8-
26

 ]
 

                            10 / 11

https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.17357608.1393.10.19.4.7
https://marine-eng.ir/article-1-287-en.html


  )1-11(، 93بهار و تابستان  )،19دهم( سالنشریه مهندسی دریا،  /لریان و همکارانمرتضی بیک
 

11  

22- Zienkiewicz, O.C., Taylor, R.L., (1991), The 
Finite Element Method, fourth ed., McGraw-
Hill, London. 

23- Strasberg, M., Feit, D., (1995), Vibration 
damping of large structures induced by 
attached small resonant structures, Journal of 
the Acoustical Society of America, Vol. 
94(3), p.1814–1815. 

24- Verdure, L., Schoefs, F., Casari, P., Yanes-
Godoy, H., (2005), Uncertainty updating of a 
on-pile wharf after monitoring, in: ICOSSAR 
2005, International conference on structural 
safety and reliability 9th, Rotterdam, p.1347-
1354.  

25- Elshafey, A.A., Haddara, M.R., Marzouk, H., 
(2009), Dynamic response of offshore jacket 
structures under random loads, Journal of 
Marine Structures, Vol. 22, p. 504-521. 

26- Viero, P.F., Roitman, N., (1991), Application 
of some damage identification methods in 

offshore platforms, Journal of Marine 
Structures, Vol. 12, p. 107-126. 

27- Mojtahedi, A., Lotfollahi Yaghin, M.A., 
Hassanzadeh, Y., Ettefagh, M.M., Aminfar, 
M.H., Aghdam, A.B., (2011), Developing a 
robust SHM method of offshore jacket 
platform using model updating and fuzzy logic 
system, Journal of Applied Ocean Research, 
Vol. 33, p. 398-411. 

28- Tulino, A.M., Verdu, S., (2004), Random 
Matrix Theory and Wireless Communications, 
Now Publishers Inc., Hanover, MA, USA. 

29- Adhikari, S., (2007), Matrix variate 
distributions for probabilistic structural 
mechanics, AIAA Journal, Vol. 45 (7), 
p.1748–1762. 

30- Weaver, W., Johnston, P.R., (1987), 
Structural Dynamics by Finite Elements, 
Prentice-Hall, inc., Euglewood cliffs. 

  

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

73
57

60
8.

13
93

.1
0.

19
.4

.7
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
ar

in
e-

en
g.

ir
 o

n 
20

25
-0

8-
26

 ]
 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                            11 / 11

https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.17357608.1393.10.19.4.7
https://marine-eng.ir/article-1-287-en.html
http://www.tcpdf.org

