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های مجاورت، درجه و  شود که ماتریسباعث میدریک سیستم چندعاملی  شونده  وجود ساختار ارتباطی سوئیچ

گروه را تحت تاثیر قرار    اجماعلاپلاسین گروه و در نهایت مقدار ویژه فیدلر آن بطور مدام تغییر نموده و متعاقبا  

آرایش  یک  گروهی و ایجاد    همگراییمناسب جهت تحقق    پروتوکل اجماعدهند. در این تحقیق هدف طراحی  

ها  شش ضلعی در یک گروه از شناورهای بدون سرنشین زیرسطحی با در نظر گرفتن سوئیچینگ بین عاملحرکتی  

و سپس به کمک نظریه  ارائه  ریاضی شش درجه آزادی غیر خطی هر ربات  باشد. برای این منظور ابتدا مدلمی

پیرو جهت شکل دهی -الگوریتم کنترل اجماع رهبرشود. سپس  میهای گروه مدلسازی  ها ارتباط بین عاملگراف

گردد. الگوریتم کنترل اجماع پیشنهادی  های پیرو طراحی میهبر و رباتایک آرایش شش ضلعی فی مابین ربات ر

سوئیچینگ بین توپولوژی    -2های پیرو،  سوئیچینگ بین توپولوژی ارتباطی ربات  -1طی چند دو سناریو متفاوت:  

 گرفته است. ، مورد اعتبار سنجی قرار  پیرو همراه با عامل تاخیرهای  رباتارتباطی  
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 The presence of switchable communication topologies in a multi-agent system causes 

the adjacency, degree, and Laplacian matrices of the group, and finally, its Fiedler 

eigenvalue, to constantly change, thereby affecting the group consensus. The key 

motivation of this study is to design an appropriate control law to achieve group 

consensus and create a hexagonal motion formation in a group of autonomous 

underwater vehicles by considering switching communication topologies between 

agents. For this purpose, first, the six degrees of freedom mathematical model of each 

AUV is presented and then the relationship between the agents of the group is modelled 

through the graph theory. The leader-follower consensus control algorithm is then 

designed to form a hexagonal arrangement between the leader and the follower robots. 

The proposed consensus control algorithm has been assessed in two different scenarios: 

1- Switching communication topology between the follower robots, 2- Switching 

communication topology between the follower robots with time delay factor. 
 

Keywords: 

Autonomous Underwater Vehicle  

Formation Control 

Consensus 

Multi-Agent System 

Switching Topologies 

 

 

 

 

 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

73
57

60
8.

14
00

.1
7.

34
.1

0.
2 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
ar

in
e-

en
g.

ir
 o

n 
20

25
-1

2-
17

 ]
 

                             1 / 11

https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.17357608.1400.17.34.10.2
http://marine-eng.ir/article-1-934-en.html


 ر یشونده همراه با تأخ چیساختار سوئ کیدر  یرسطحیخودمختار ز نی از ربات بدون سرنش یحرکت گروه شیکنترل آرا / احسان طاهری، پرستمرتضی حق
 

112 

  مقدمه -  1

در محقق شاده  گیر  های چشامدرساالیان اخیر با حواول پیشارفت

هاای  طیف جادیادی از انتظاارات از رباات  ،حوزه گلوگااهی خوداتکاایی

به پاساخگویی  جهت  بدون سارنشاین خودمختار مطرش شاده اسات.  

کاهش  -2،  به نیاز کاربر  افزایش سارعت پاساخگویی-1 انتظارات:این 

  - 4کاهش قیمت تمام شاده هر عامل،  -3نیروی انساانی،    هایریساک

افزایش احتمال موفقیت -5،  تحات پوشاااش  افزایش منطقاه عملیااتی

هاای  سااایساااتمو ...  باا وجود از کاار افتاادن یاک عاامال    مااموریات

باه   اناد.هاای مختلف قرار گرفتاهچنادعااملی مورد توجاه محققاان حوزه

و عباارت دیگر امکاان پااساااخگویی باه انتظاارات جادیاد مطرش شاااده  

در زماان باه کماک یاک عاامال تنهاا  سااانااریوهاای نوین تادوین شاااده  

های چندعاملی  دشاوار بوده و لذا سایساتمو با کیفیت مدنظر مشاخ 

هاای چنادعااملی در هاای باارز سااایساااتماز نموناه  گردناد.مطرش می

تاک  توان باه حرکات گروهی، پرنادگاان، آبزیاان، چهاارپاایاان،طبیعات می

سااده    سااختاریها هر عامل  سایساتم... اشااره داشات. در این    هاسالولی

ولیکن جاایگااه آن در گروه   ،ویژگی خاا  خود راداردو در عین حاال  

بلطبع   باشااد.بساایار منسااجم و هماهنگ با سااایر اعضااای گروه می

  یاابی و ... همچون امنیات، مناابع غاذایی، جهات  دساااتااوردهاای گروه

تک تک اعضاای  گروه بسایار بیشاتر از حالتی اسات که تکبرای تک

هاای نموناهاز جملاه   کنناد.  مساااتقال  رفتاار میهاا بواااورت  عاامال

توان به حرکت گروهی  در جوامع بشاری می  های چند عاملیسایساتم

هاای کنترل سااایتم،  تربمنظور ایجااد میادان دیاد وسااایع  هاامااهواره

، جهت اسااتفاده حداکیری از فرفیت موجود  هاها و آزاد راهراهبزرگ

هاای عملیااتهاای سااارطاانی،  طراحی دارو جهات مقاابلاه باا سااالول

های نظارتی  عملیاتها،  رباتای از مجموعهجساتجو و نجات توسا  

     .1شکل  ، و ... اشاره داشت ، حمل پیلودهاتوس  گروهی از عامل

، توانایی به مهم در سایساتم های چند عاملیبسایاریک مسالله 

باشااد. کنترل ها بر روی یک پارامتر خا  میاجماع رساایدن عامل

زماانی در یاک سااایساااتم   ،حرکات گروهییاا آرایش  دهی  شاااکال

های تشاکیل دهنده گروه بتواند گردد که عاملچندعاملی میسار می

این پاارامتر خاا    بر روی یاک پاارامتر خاا  باه اجمااع برساااناد.  

ها در یک راسااتای خا ، زاوایه یاو و تواند ساارعت حرکت عاملمی

پروتوکال طراحی    اشاااد.هاا، ... باعاامالحرکتی  پیچ حرکتی، ارتفااع  

یک سایساتم چند عاملی بر روی یک پارامتر  همگراییجهت  اجماع

دهی آرایش حرکات در گروه، بادیال وجود سااااختاار خاا  و شاااکال

دینامیک  ،  هاهبر گروه و سااایر عاملاارتباطی سااوئیچ شااونده بین ر

پهنای گیری،  ها، اغتشاشات محیطی و نویزهای اندازهغیرخطی عامل

کوپلیناگ غیرخطی بین هاا،  زیرعملگر بودن عاامالبااناد محادود،  

هاای بااز تحقیقااتی قلماداد  یکی از حوزهدرجاات آزادی رباات و ...  

گردد که ساایال در بر میو حادتر  تر این امر زمانی خا شااود.  می

گیرنده محی  عملیاتی، رفتار متغییر با زمان و غیرقابل پیشابینی از 

ای برای محی  کاری در خود نشاان دهد و نقشه از پیش تعیین شده

به  نرسیدمدنظر جهت  زمان  دسات نباشد. علاوه بر موارد ککر شده،  

مشاخ   آرایش آن حفظ  ایش مشاخ  وآریک ، رسایدن به اجماع

و رهگیری یک مسایر مشاخ ، تغییر آرایش انجام ماموریت  در طول 

، و باازیاابی آرایش پس از عبور از موانع  جهات عادم برخورد باا موانع

باا  پاارامترهاا  ، اجمااع  پاارامترهاااجمااع  لحاا  نمودن عاامال تااخیر در  

، اجمااع باا در نظر گرفتن قطع و هبر گروهاوجود از دسااات دادن ر

، قابلیت  تغییر توپولوژی ارتباطی  ها ووصاال شاادن ارتباط بین عامل

باه پاذیری خطاا در آن  و تحمال  اطمیناان الگوریتم کنترل اجمااع

از دیگر مساااائال    و ...  هنگاام وقوع عیاب در یاک یاا چناد عاامال گروه

 باشد.جذاب در این حوزه می

از   یاشااابکاه یبرا یرخطیغ   و یاجمااع خط  مساااائال  [1]در مرجع 

. ررسای شاده اساتب  نگیچیثابت و ساوئ  یبا توپولوژ  دینامیکی،عوامل 

  ی هاا را در ساااامااناهپیرو    -اجمااع رهبر  یساااللاهم  کیا  [2]  مرجع

  نی و همچن ناگیچیثاابات و ساااوئ یچنادعااملی مرتباه دوم باا توپولوژ

 .مورد بررساای قرار داده اساات  کنواختیریزمان غ تأخیرهای متغیر با

  حوزه( و  لیااپاانوف  هیازماان )قضاااهاایی در حوزه  شاز رو  [3]مرجع  

 تا به کرده اسااات( اساااتفاده ی نایکوییساااتداریپا  اریفرکانس )مع

باا تاأخیرهاای    ،رویپ   -هبراهبر و رااجمااع بادون ر  یهااتمیمطاالعاه الگور

دار مرتبه اول و مرتبه شبکه جهت  یتحت توپولوژ  ی،و ورود  یارتباط

بدون اساتفاده   ،دیپروتکل اجماع جد کی  [4]در مرجع  .بپردازد  دوم

  ی. توپولوژ ارائه شاااده اسااات یههمسااااعوامل از اطلاعات سااارعت 

  گنال یکه در ساا  یو تأخیر ارتباط توااادف  یتوااادف  شااوندهچیسااوئ

وجود دارد، توسا   تیتبادل اطلاعات موقع نیو همچن  نگیچیساوئ

 کنترل قرار گرفتاهتحات    باا اساااتقلال متقاابال،  ماارکوف  رهیدو زنج

  نی و همچن  پیرو  -اجمااع رهبر  پاایاداری  ساااللاهم  [5]مرجع   اسااات.

 ی رابا فاصاله زمان ریبا تأخیرهای متغ  یچندعامل  یهاساامانه  پایداری

 یبرا  یمسالله اجماع تواادف  [6]در مرجع  .قرار داده اساتنظر   مد

 یهاشاابکه یبر رو  و نامتغیر با زمان، یخط  یچندعامل  یهاسااامانه

 تیبا تأخیرهای متغیر بازمان و عدم قطع  نفیمارکو شااوندهچیسااوئ

 ی راقطع  یابینیانگیروش م  [7] . مرجعشده است یبررس  ی،توپولوژ

شابکه    یو توپولوژ یطارتبا دیساف نویزشاامل  که   یبه حالت تواادف

شارط   در این مرجع .، تعمیم داده اساتاسات  نفیمارکوشاونده چیساوئ

 یخط  سیماتر یهایبر نابرابر یساامانه شابکه مبتن کی یاجماع برا

شااده قرار چیسااوئ  یمتغیر بازمان و توپولوژ  تأخیرهایثر  تأ  تحت که

 لیتحل  یرا برا  یدیروش جدنیز  [8]دارد، بررسی شده است. مرجع  

تأثیر تحت که   های کنترلیی با ورودیچندعامل  یهااجماع ساااامانه

. دهادی متغیر قرار دارناد، ارائاه میتوپولوژتاأخیرهاای متغیر باازماان و  

  ی مجانب پایداری،  کنواختی پایداری  کاربردیو   یکل جینتا  [9]مرجع  

کنترل   یها را با اسااتفاده از تلورسااامانه  یینما  پایداریو    کنواختی

 .  نمایدیم نییتع یاسهیمقا  یهااستدلال یو برخ یاتکانه
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 حرکت گروهی جنگده ها-2-1 هارباتحرکت گروهی -1-1

  
 هاحرکت گروهی خرچنگ-4-1 هاحرکت گروهی پرنده-1-3

 

ماخاتالاف    ارتاباااطااات  یتاوپاولاوژ    [10]  مارجاع قساااماات  دو  بااه  را 

حل  یاجماع برا تمیالگور  کیساپس   .کندیم میتقسا شاوندهچیساوئ

هبر باا دو  ابادون ر  هاای چنادگااناهAUVکنترل مختواااات  ساااللاهم

و تأخیرهای متغیر   نفیمساتقل مارکو  نگیچیساوئ یارتباط  یتوپولوژ

مانه  ساا  [11]مرجع  د. در  نماییم  ارائهآب  ریز  یسانساورهابازمان در 

قرار نااهمگاام    یارتبااط  یداده و تاأخیرهاای زماان  ردازشپ   ریتحات تاأث

  دینامیک شاده مرتبه دوم با  ساامانه اشاباع اجماع ،ازآنپسگیرد.  می

  ، دار نشاان دادنمودار جهت کیبا  آن را  توان یکه م  شاوندهچیساوئریغ 

پردازد  ی مینگیچیساوئ نیقوانبه مطالعه  [12] . مرجعگرددمی  هئارا

دو   شااونده، درچیسااوئ یرخطیغ   یهاسااامانه  پایداریحفظ  یکه برا

در نظر   یشااده اساات. تأخیرهای زمان یطراح  داریو ناپا  داریحالت پا

 شامل تأخیرهای محدود و نامحدود است.  ،شدهگرفته

بارای  اجاماااع،  کاناتارل  الاگاوریاتام  طاراحای  هاادف  تاحاقایاق  ایان  در 

هاای بادون سااارنشاااین خودمختاار رباات  هفاتمتشاااکال از    گروهی

جهت ایجاد آرایش شاش ضالعی با وجود سااختار ارتباطی زیرساطحی 

هبر  ار  AUVدر این گروه یک  باشاد.  میو عامل تاخیر شاونده  ساوئیچ

پیرو بوده و   AUVبوده و به مسایر مرجع دساترسای دارد و شاش 

وفیفه تشااکیل آرایش شااش ضاالعی و حفظ آن در حین رهگیری 

سااه بعدی    مارپیچمساایر مرجع یک مساایر مرجع را برعهده دارند.  

های پیرو یک گراف   AUVهبر و هر یک از  ار AUVبین باشد.  می

برای این منظور دو ساناریوی   جهت دار همبند وجود خواهد داشات.

 تست تعریف گردید:

آرایش حرکتی شاش ضالعی با وجود سااختار ارتباطی شاکل دهی  -1

با فرض وجود یک گراف و  های پیرو  AUVمابین  سوئیچ شونده فی

 .بدون حضور تاخیرهمبند و 

شاکل دهی آرایش حرکتی شاش ضالعی با وجود سااختار ارتباطی   -2

فرض وجود یک گراف و با  های پیرو   AUVمابین  فیسوئیچ شونده  

های پیرو و همچنین با  AUVهبر و هریک از ار  AUVهمبناد بین  

ترین دساتاوردهای این بطور خلاصاه مهم   .عامل تاخیر لحا  نمودن

 پژوهش عبارتند از:

پروتکل اجماع برای یک سایساتم چندعاملی متشاکل طراحی    -1

آرایش   دهیشاکلپیرو، بمنظور    AUVهبر و شاش  ار  AUVاز یک 

حرکتی شاش ضالعی و حفظ آرایش در زمان رهگیری مسایر مرجع 

 مارپیچ سه بعدی.

تضامین آرایش حرکتی شاش ضالعی ساه بعدی و حفظ آن، با  -2

)در نظر   هاای پیرو  AUVوجود ساااوئیچیناگ ارتبااطی فی ماا بین  

ها و تغییر توپولوژی  گرفتن قطع و وصااال شااادن ارتباط بین عامل

 .بدون در نظر گرفتن عامل زمانی تاخیر  در دو حالت با و ارتباطی(

بوااورت مختواار و صاارفا  در بخش دوم،  برای این منظور ابتدا  

ریاضای ساینماتیکی، دینامیکی و جهت حفظ پیوساتگی مطالب مدل

( معرفی شااده، سااپس پارامترها  AUV)معادلات حرکت هر عامل  

های مختواات ضارایبک هیدرودینامیکی و دساتگاهبرخی از اصالی،  

گردند.  های معرفی میساازیمورد اساتفاده در شابیهبدنی و اینرسای 

شده و ها به کمک نظریه گراف مدل  ارتباط بین عامل بخش سومدر 

گردد. در بخش چهاارم موقعیات قاانون کنترل اجمااع طراحی می

عضاو گروه مشاخ  شاده و مسایر    AUV  ابتدایی هریک از هفت 

کناد طراحی ر آن را رهگیری میهبار  AUVمرجع ساااه بعادی کاه  

گردد. ساااپس توانایی گروه در شاااکل دهی یک آرایش حرکتی می

شاش ضالعی و حفظ آن در تعقیب یک مسایر هذلولی ساه بعدی در 

ساوئیچینگ بین عامل ها و بدون حضاور عامل تاخیر و   -1دو حالت: 

گردد.  ها با حضاور عامل تاخیر بررسای میساوئیچینگ بین عامل-2

گیری موضاااوع بنادی و نتیجاهبخش پنجم باه جمعدر  در نهاایات  

 خواهیم پرداخت. 
 

   معادلات حاکم بر حرکت -   2

مدل  شاود،  دیده می  و پیوسات 1 ولاو جد 2شاکل  طور که درهمان

در دسااتگاه  (  DOF)  یدرجه آزاد  6توان با  را می  AUV  کینامید

،  کرد فیتوصا هبدنمتوال به  مختواات   دساتگاه و اینرسایمختواات 

 فرضیات کیل لحا  شده است:  ،مطالعه نیدر ا  .[14,  13]

1-  AUVپرتاابال توسااا  نفر و  از نوع    دهناده گروهی تشاااکیال  هاا

 .2جدول ، ندستشکل های استوانه

 ی صااافحاهافقی و هم در    یهم در صااافحاههاا    AUVتماامی  -2 

 .  دندار تقارن یعمود

باه کماک اختلاف بین مرکز جرم و  x  (roll  )چرخش حول محور -3

  انتقاالیبر حرکات    یکم  ریتاأثگردد، لاذا  مرکز حجم رباات خنیی می

 شود.یگرفته م  دهیناد  (pرول )سرعت   مدل لذا دردر شته و دا
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دستگاه مختصات اینرسی و بدنی در توصيف مختصات   – 2 شكل

AUV هبر و پيروا ر 
 

  دستگاه و اینرسیپارامترها و نمادها در دستگاه مختصات -1جدول 

 بدنهمتصل به مختصات 

موقعيت 

و 

 وضعيت

سرعت 

خطی و 

 ای زاویه 

نيرو و  

 ممان

درجه  توضيحات

 آزادی 

x u X   حرکت انتقالی در راستای محورX 1 

y v Y   حرکت انتقالی در راستای محورY 2 
z w Z   حرکت انتقالی در راستای محورZ 3 
 p K   حرکت دورانی در راستای محورX 4 
 q M   حرکت دورانی در راستای محورY 5 


 r N   حرکت دورانی در راستای محورZ 6 

 

راهبر مورد استفاده   AUV  ها از جملهAUVی  این مدل برای همه

مطاابق باا ساااامااناه    کاار رفتاه،باه  ینماادهاا و پاارامترهاا  گیرد.قرار می

و بولتن اصااطلاحات   دریایی یالمللنیتوساا  اجلاب ب شاادهیهتوصاا

در این  ( اسات. SNAME)  ییایدر  یو مهندسا  ساازییانجمن کشات

  ،اساتفاده شاده اسات گردراسات  یختواات دکارتمدل از دساتگاه م

 . 1جدول  

 :است ریبه شرش زها AUVسینماتیکی و دینامیکی معادله 

(1)   η̇ = J(η)v  

(2)  Mv̇ + C(v)v + D(v)v + g(η) = τ   

رابطه  این  در  ودهندهنشان   ]=5ℝϵTθ ψ]x y z η  که  موقعیت   ی 

بدنه   J(η)  و  AUV  وضعیت به  متول  دستگاه  از  انتقال   ماتریس 

بردار  اینرسیدستگاه  به   5ℝϵT]i,ri,qi,wi,vi=[uiv  است. 

 M  سی. ماترام استAUV  iانتقالی و دورانی    سرعتی  دهندهنشان

  سیولیکوردهنده ماتریس نشان C(v) ،ینرسیا س یدهنده ماترنشان

بردار  نیز    g(η)  ماتریس  است.    ییرایم  س یماتری  دهندهنشان   D(v)  و

شناور  یگرانش  روهاین می  یو  مشخ    ی ورود  ،τ  ماتریس   .کند را 

 شده است کهکوپل  و    یخطریمدل غ   کی  AUVمدل      است.  کنترل

خطیم روش  از  یک    بدیلت  یبرا  فیدبکسازی  یتوان  به  مدل  آن 

مدل  است. ریبه شرش ز نجام این کارروند ا .[15] استفاده کرد یخط

   :داد صورت زیر نمایشتوان بهمی را AUVیاتی یک اضیر

(3)  [
η̇
v̇
] = [

I 0
0 −M−1] [

J(η)v

W(v)v
] + [

0
M−1γ(ξ)

] uτ  

 شود: صورت زیر بیان میبه  AUVبنابراین مدل غیرخطی  

 

(4) ξ̇ = p(ξ) + q(ξ)uτ

μ = r(ξ)
  

 که در این رابطه
ξ̇ = [ηT, vT]T  

p(ξ) = [
I 0
0 −M−1] [

J(η)v

W(v)v
] = [pi(ξ)]

T,   i = 1,2,… ,10  

q(ξ) = [
0

M−1γ(ξ)
] = [qij(ξ)]10×10

,   i, j = 1,2, … ,10  

r(ξ) = η 
 

، شود یخط  فیدبک یسازیتواند با روش خطیسامانه میک   :یکلم

 :[16] زیر تأمین گردد  یشرا کهیدرصورت

 . باشد  یخروج ند ابعاد همان ید ورودابعا( 1)

   است. 1ρ، 2ρ،... ،nρ یدرجه نسب ی( سامانه دارا2)

 بعد سامانه است.   ندهمان ی( مجموع درجه نسب3)

  ی ژگیتوان باا ویرا م  Γ(ξ)  سی، مااتر4در معاادلاه    ξ)(ijq  بیاترکباا  

 :[16] شودصورت زیر بیان میاین مشتق بهکرد.  نییتع  لیمشتق 

 

(5)  

Γ(ξ) = LqiLPrj(ξ) =

[
 
 
 
 
q6,1 cosψ cos θ

q6,1 sinψ cos θ

−q6,1 sin θ

0
0

−q7,2 sin ψ

q7,2 cosψ

0
0

q10,2 cosθ⁄

q8,3 cosψ sin θ

q8,3 sin ψ sin θ

q8,3 cos θ
q9,3

0

  

q8,4 cosψ sin θ

q8,4 sinψ sin θ

q8,4 cos θ
q9,4

0

−q7,5 sinψ

q7,5 cosψ

0
0

q10,5 cos θ⁄ ]
 
 
 
 

  

 

توان محاساابه یرا م و خواام  یعدد  ξ)(ijq ،4با توجه به معادله  

ساامانه   یاسات و درجه نساب  ناویژه  سیاترمیک   Γ(ξ)،  نیبنابرا  ؛کرد

 : [16] شودیم محاسبه ریصورت زبه

(6 )  ρ1 = 2,   ρ2 = 2,   ρ3 = 2,   ρ4 = 2,   ρ5 = 2  

طبق   که همان ابعاد سامانه است.  ρ4+ρ3+ρ2+ρ1ρ+105=  ،نیبنابرا

 فیدبک   یسازی توان با روش خطیمرا    AUV  یرخطی، مدل غ یک  لم

  عبارت است از: دی مختوات جد رییو تغ کرد یخط

(7)  
x = [r1(ξ) r2(ξ) r3(ξ) r4(ξ) r5(ξ)]

v = [Lpr1(ξ) Lpr2(ξ) Lpr3(ξ) Lpr4(ξ) Lpr5(ξ)]
  

خط  ،کنترل  یورودکه   سامانه  اجدید    یدر  تعر  نیبه   فیصورت 

 :  دشومی

(8)  u = T(ξ) + Γ(ξ)uτ  

رابطه این  در  ξ) (4r2  که 
pLξ) (3r2

pLξ) (2r2
pLξ) (1r2

pLξ)=[T(

ξ)](5r2
pL.  که عبارت  ازآنجاییξ)T(  بیش از حد پیچیده است، در 

شد.   نخواهد  نوشته  اینجا  از  ورودنیبنابراخارج  واقع   ی ،   یکنترل 

 شود.  محاسبه می ξ))T(-iu(ξ)(1-=Γτu صورتبه
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 یسازیخط  یکینامی، مدل د 8و    7  تبا معادلا  این رابطه  بیترکاز  

استاندارد درجه  گیرفرم انتگرال  به توانیرا م AUVشده با فیدبک 

 دست آورد: دوم به

(9) ẋi = vi

v̇i = ui
  

,xi که در این رابطه، vi, ui ∈ ℝ5 .هستند   

 

ــازی توپولوای ارتبـاطی  –  3 بـه کمـک نیریـه   هـا  AUVمـدلا

 گراف

های چندعاملی بمنظور مدلسازی ارتباطات حاکم فی ما  در سیستم

هر گراف توس  یک گردد.  ها از نظریه گراف استفاده میعاملبین  

)زوج   , )G V E=  می داده  که  نمایش  شود  1 2
, ,...,

n
V v v v=  

گره ومجموعه  )  ها  , )
i j

E V Vv v=    یال می مجموعه    باشد. ها 

همسایه  عامل  های 
ivبا دارند  آن  که  اطلاعات  با   تبادل    را 

( ) : ,
i j i j

EN v v v= با هر    نمایند.مشخ  می چنانچه متنافر 

های لبه گراف یک ضریب وزنی مطلقا میبت تعریف گردد، ماتریس 

 گردند: مجاورت، درجه و لاپلاسین بوورت کیل معرفی می

(10) 
1

0 ( , )
[ ]

0 ( , )

0

ij i j

ij

ij i j

N

ji
j

E
A

E

i j
D

L D A

otherwise

a v v
a

a v v

a
=

 
=  

= 

 =
= 


= −


 

توان با بررساای پایداری شاابکه را می -2همگرایی و    -1دو پارامتر: 

هاای فو  بررسااای نمود. در حاالات کلی هرچاه  مقاادیرویژه مااتریس

ها بیشاتر باشاد،  تر باشاد، یعنی ارتباط بین عاملگراف شابکه کامل

متعاقبا سارعت  ( بزرگتر و فیدلرمقدار ویژه دوم ماتریس لاپلاساین )

پایداری سایساتم نسابت   ،یابد. ولیکن در مقابلهمگرایی افزایش می

تر  باه تغییر توپولوژی ارتبااطی )ساااوئیچیناگ( و یاا عاامال تااخیر کم

 گردد.  می
  

 

 
 )پایين( و ستاره )بالا( توپولوای ارتباطی رینگ – 3 شكل

 

با دو توپولوژی    AUV  5یک شابکه ارتباطی فی مابین   3در شاکل 

های مجاورت، درجه و  رینگ و سااتاره معرفی شااده اساات. ماتریس

و در   11های  ماتریسبواورت در توپولوژی ارتباطی رینگ لاپلاساین  

 خواهد شد: 12توپولوژی ارتباطی ستاره بوورت 

(11

) 

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 0 1 0 1 0 1 2 0 0 0 0

2 1 0 1 0 0 2 0 2 0 0 0
,

3 0 1 0 0 1 3 0 0 2 0 0

4 1 0 0 0 1 4 0 0 0 2 0

5 0 0 1 1 0 5 0 0 0 0 2

1 2 3 4 5

1 2 1 0 1 0

2 1 2 1 0 0

3 0 1 2 0 1

4 1 0 0 2 1

5 0 0 1 1 2

R R

R

A D

L

   
   
   
   = =
   
   
   
   

− − 
 
− −
 
 = − −
 
− − 
 − − 

 

 

(12

) 

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 0 1 1 1 1 1 4 0 0 0 0

2 1 0 1 1 1 2 0 4 0 0 0
,

3 1 1 0 1 1 3 0 0 4 0 0

4 1 1 1 0 1 4 0 0 0 4 0

5 1 1 1 1 0 5 0 0 0 0 4

1 2 3 4 5

1 4 1 1 1 1

2 1 4 1 1 1

3 1 1 4 1 1

4 1 1 1 4 1

5 1 1 1 1 4

S S

S

A D

L

   
   
   
   = =
   
   
   
   

− − − − 
 
− − − −
 
 = − − − −
 
− − − − 
 − − − − 

 

 

در توپولوژی ریناگ باا    AUVدهاد کاه هر مااتریس درجاه نشاااان می

دو همساایه خود در تماب اسات، در حالی که در توپولوژی ساتاره با  

چهار همساایه در تماب اسات. شاماره همساایه مد نظر در ماتریس  

های هر ساااطر گردد. همچنین مجموع درایهمجاورت مشاااخ  می

هاا  پلاساااین باا توجاه باه دو جهتاه بودن ارتبااط بین عاامال مااتریس لا

های ارتباطی  مقادیر ویژه هریک از توپولوژیباشاااد.  برابر صااافر می

 خواهد شد. کیلبوورت  رینگ و ستاره پیشنهادی

(31)  0.0 0.0

5.0 1.382

,5.0 1.382

5.0 3.618

5.0 3.618

S R
Eigenvalues Eigenvalues

   
   
   
   = ==
   
   
      

 

 

 مدلاازی توپولوای ارتباطی  – 3
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دهی آرایش منظور شکلب  کنترل اجماع  تم یالگورابتدا    این قسمتدر  

و    شوندهچ یسوئ  یتوپولوژ  با   AUVمتشکل از هفت    ی،حرکت گروه

سپس به معرفی مسیرمرجع در اختیار شود.  یم  یمعرف  یتأخیر زمان

AUV سامانههبر و آرایش شش ضلعی مد نظر خواهیم پرداخت. ار 

AUVعمل    ی توادف  اترییتغبا    یتوپولوژ   ک یدر قالب    های چندگانه

انماییم بر  فرض  توپولوژ  ن یند.  که  ها،   AUVاتوال    یاست 

کننده فیمارکوف توص  رهیزنج  که  است   نفیمارکواز نوع    نگیچیسوئ

 گرافاست. ازآنجاکه    ایستااحتمال    عیتوز  یدارا  ،نگیچیسوئ  فرآیند

بازمان است، فرض م برای گراف   Mکه    شود یمتغیر   حالت ممکن 

 شود. یها جابجا مآن  انیم هشبک یو توپولوژ  شتهوجود دا

 طراحی پروتوکل اجماع  - 3-1

سامانه از  در  حرکتAUV  چندین  متشکل  حالت  بردار   ،  iامین 

AUV    در زمانt  صورت  به(t)ix  حالت حرکت    و بردارAUV   راهبر

در نظر   یاقطه عنوان نبه   شناور راهبر،  موقعیت  است. اگر  mx(t)  اصلی

توان بیان داشت به آن برسند، می  د یها با   AUVکه همه    گرفته شود

و   هدیرس  پایداریبه    اجماع گروهی،  (14)  یکه با برقرار شدن رابطه 

AUVبه پاها  و  مداوم  دنبال    راهبر  ربات  داری طور  خواهند را 

 . [ 16]،کرد

(41)  lim
t→∞

‖xi(t) − xm(t)‖ = 0  

به    با دینامیکی  توجه  الگور( 9)معادله  برا  تمی،  دینامیک    یاجماع 

AUV شودصورت زیر تعریف میبه راهبر : 

(51)  ẋm(t) = vm(t)

v̇m(t) = um(t)
  

هستند   مستقل  یتوپولوژ   نیچندها که دارای  AUVگروه    دینامیک

 : گرددمی فیتعر ریز صورتبه نیز

(16)  
ẋi(t) = vi(t)

v̇i(t) = ui(t)
  

 AUVهر    که  دیریدر نظر بگ  های چندگانه راAUV  گروه از  کی

با استفاده   است.   هدر نظر گرفته شد   G  گراف  کیگره در    کیعنوان  به

معادله  AUVدوگانه    گیرانتگرالاستاندارد    دینامیکاز   (، 9)ها در 

م  پروتوکل را  الگوریاجماع  اساب  بر  ز  تمیتوان  شرش  به   ر یاجماع 

 :دنمو یطراح

(17)  

ui(t) = −∑ aij(t) (Kpi (pi(t) − pj(t)) + Kvi (vi(t) −j∈Ni

vj(t))) − ci(t) (Kpmi(pi(t) − pm(t)) + Kvmi(vi(t) −

vm(t)))  

به  ی ارتباطهای  محدودیت زمان آسانی  محدود  تأخیر  به    ی منجر 

توس  رواب    یتأخیر زمان در نظر گرفتن  اجماع با    تمیشود. الگوریم

 آید: می دستبهزیر 

(81)  

ui(t) = −∑ aij(t) (Kpi (pi(t − τ1) − pj(t − τ1 − τ2)) +j∈Ni

Kvi (vi(t − τ1) − vj(t − τ1 − τ2)))  

−ci(t) (Kpmi(pi(t − τ1) − pm(t)) + Kvmi(vi(t − τ1) −

vm(t)))  

از   AUVامین  iکنترل    یورود  iu  رابطه،  نایدر   فق   که  است 

،  piK  پارامترهای  .شده استاستفاده  آن    یگانهمسا  حالتاطلاعات  

viK  ،pmiK    وvmik،  هستند؛  پروتکل    هایبهرهnϵℝ(t)ip  و  nϵℝ(t)iv 

سرعت  تیموقع  بیترتبه زمان    AUV  امینi  و  هستند.    tدر 
nϵℝ(t)mp و nϵℝ(t)mv  و سرعت تیموقع بیترتبه نیز AUV  راهبر

و    امiهای  AUV  نیب  یوزن ارتباط  ija(t)  . درایههستند  tدر زمان  

j  اگرام است که  (t)>0ija ،AUV  یi  در زمان  امt    باAUV  یJ ام

وزن ،  mc(t)پارامتر    است.  0ija=(t)  ،صورت  نیا  ریدر غ   ارتباط دارد و

  سی است که توس  ماتر  AUV  امینi  و  راهبر  AUV  نیب  یارتباط

می  Cقطری   و توصیف   . N×NϵℝC=diag{c1,c2,…,cN}  شود 

را   ی و ارتباط  یتأخیرهای ورود  بیترتبه نیز    τ2(t)و    τ1  پارامترهای

م بازمان    کی  τ2(t)  و  ثابت  τ1  که  دهند ینشان  متغیر  مداوم  تابع 

  اند که وضعیتنحوی تعریف شده( به18( و )17قوانین کنترل )  .  است

در مرجع فو  . [16] ، راهبر همگرا گردد AUVه ب  ، ها  AUVهمه 

ازای   به  فو   روش  تفویل  به  vmi= Kpmi= Kvi= KpiKهمگرایی 

اما همان اثبات شده است.  قوانبررسی و  بیان شد،  ین طور که قبلاً 

ها به  AUVدلیل همگرا شدن موقعیت تمام  ( به 18( و )17کنترل )

شوند. ها با یکدیگر میAUVراهبر، باعث برخورد    AUVموقعیت  

(، موقعیت 18توان با اصلاش قانون کنترل )برای رفع این مشکل، می

AUVبه را  چندها  آرایش  یک  به  که  نمود  کنترل  ضلعی  نحوی 

اصلاش  AUVپیرامون   کنترل  قانون  یابند.  دست  شده  راهبر 

 پیشنهادی عبارت است از: 

ui(t) = −∑ aij(t) (Kpi (pi(t − τ1) − pj(t − τ1 −j∈Ni

τ2)dij(θ, ψ)) + Kvi (vi(t − τ1) − vj(t − τ1 − τ2)ḋij(θ,ψ))) −  

(91)  

ci(t) (Kpmi(pi(t − τ1) − pm(t)dim(θ,ψ)) + Kvmi (vi(t −

τ1) − vm(t)ḋim(θ,ψ)))  
ام   jام نسبت به شناور  iموقعیت شناور    dij(θ,ψ)که در این رابطه،  

راهبر است و بسته   AUVام نسبت به  i، موقعیت شناور  dim(θ,ψ)و  

آرایش   برحسب  AUVبه  آنها  مقدار  میبه  ψو    θها،  آید.  دست 

,𝑑̇𝑖𝑗(𝜃پارامترهای   𝜓)    و𝑑̇𝑖𝑚(𝜃, 𝜓)  ترتیب مشتقات زمانی  نیز به

dij(θ,ψ)   وdim(θ,ψ)  .هستند 

 طراحی آرایش حرکتی شش ضلعی  - 3-2

چندگانهAUV  گروه   ساختار بدون   هفت  از  های  خودمختار  ربات 

شده است.    لیتشک  هبر و شش پیروار  کی  شامل  سرنشین زیرسطحی

هبر انتخاب شده و به  اعنوان رساختار سوئیچینگ، یک عامل بهدر  

پیروی  آن  از  عوامل  سایر  و  داشت  خواهد  دسترسی  مرجع  مسیر 

ها AUVتوپولوژی ارتباطی میان  نکته مهم، تغییر مکرر    اماکنند؛  می

است  باش می ممکن  ساختار  این  در  از  ار  AUVد.  هریک  با  هبر 

AUVآن قطع گردد؛ اما لازم است که   ها در ارتباط بوده و یا ارتباط

 راهبر، حداقل یک مسیر ارتباطی   AUVپیرو و   AUVمیان هر 
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 ها AUVوضعیت و سرعت اولیه   -2جدول 

 

 

 

 

 

 

یا   دستغ مستقیم  شرط،  این  باشد.  داشته  وجود  یابی یرمستقیم 

نماید. در ادامه، کنترل ی عوامل به مسیر مرجع را تضمین میهمه

های چندگانه با ساختار سوئیچینگ و در دو حالت AUVاجماعی  

شود. در سازی میافزار متلب شبیه مختلف در محی  سیمولینک نرم 

لعی و گراف ارتباطی ضبا آرایش شش  AUV، هفت  هاسازیاین شبیه 

می دنبال  را  شکل  حلزونی  مسیر  یک   4شکل  کنند.  سوئیچنگ، 

مسیر   5شکل  ضلعی و  ها در آرایش ششAUVی قرار گرفتن  نحوه

می نمایش  را  آنها  اولیه  موقعیت  و  مسیر  حرکت  یک مرجعدهد.   ،

بیان    20بعدی است که با معادلات  شکل سه)مارپیچ(  مسیرحلزونی  

 شود:  می

(20)  

x(t) = 50 cos(0.002πt) , y(t) = 50 sin(0.002πt),  
z(t) = −0.03t  
 

ها AUVشوند که  صورتی در نظر گرفته مینیز به   ψ(t)و    θ(t)زوایای  

 یو سرعت اولیه   تیعضونیز    2جدول  بر مسیر حرکت مماب باشند.  

AUVکندها را مشخ  می.   

 
 ضلعی ها در آرایش ششAUVی قرار گرفتن نحوه -4شكل 

 
 هاAUVو موقعيت اوليه مرجع ماير حرکت -5شكل 

 
 ب(   آ(

 
 ت(        پ(

آرایش  های ارتباطی ممكن در سناریوی اول با توپولوای چهار -6شكل 

 ضلعی  شش

 سناریو تات –4

طراحی  اجماع  پروتوکل  به  بخشی  اعتبار  و  اعتبارسنجی  منظور  به 

 گردد: شده، دو سناریو تست کیل پیشنهاد می 

سناریو اول: آرایش شش ضلعی و رهگیری مسیر مرجع حلزونی  -1

های  AUVسه بعدی با وجود توپولوژی ارتباطی سوئیچ شونده بین  

 پیرو و بدون حضور عامل تاخیر . 

سناریو دوم: آرایش شش ضلعی و رهگیری مسیر مرجع حلزونی    -2

های  AUVسه بعدی با وجود توپولوژی ارتباطی سوئیچ شونده بین  

 و با در نظر گرفتن عامل تاخیر .پیرو 

 سناریو اول- 4-1

ارتباطی  با آرایش شش  AUVهفت  در این سناریو   ضلعی و گراف 

  20و معادله    5شکل    سوئیچنگ، مسیر حلزونیِ نشان داده شده در  

ی ممکن ارتباط  یهای مجموعه توپولوژ،  7و    6شکل  کنند.  را دنبال می

شود، در هر  طور که دیده میدهد. همانرا نمایش می  هاAUVمیان  

 سرعت اولیه  وضعیت اولیه   
AUV1 [50 0 0 -π/9 π/2] [0.5 0 0 0 0] 

AUV2 [56 -1 -6 -π/18 π/4] [0 0 0 0] 

AUV3 [44 -2 6 π/18 2π/3] [0 0 0 0] 

AUV4 [60 -10 -4 π/9 π] [0 0 0 0] 

AUV5 [40 -8 2 –π/18 0] [0 0 0 0] 

AUV6 [45 -8 2 –π/18 0] [0 0 0 0] 

AUV7 [49 -8 2 –π/18 0] [0 0 0 0] 
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هبر اصلی بوده و مستقیماً به مسیر ار  AUV1چهار ساختار ارتباطی،  

 مرجع دسترسی دارد. 

 
 ها در سناریوی اول AUVنمودار تغيير حالت توپولوای ارتباطی -7شكل 

 8افزار متلب، شکل  سازی در محی  سیمولینک نرم اجرای شبیه   با

را  ندیرا در خلال فرآ  ها AUV  وضعیت و    موقعیت   فیتوص  اجماع 

سازی مشاهده شد که حداکیر خطای ردیابی در این شبیهکند.  یم

 m  102/0ترتیب برابر  های پیرو بهAUVهبر و  ار  AUVمسیر برای  

گذرای    m  450/0و   حالات  و  نوسانات  همچنین،    ت یموقعاست. 

AUV  هبر و  ارAUVزمان  مدت  در  ترتیبهای پیرو بهs  70    وs  

شود که اگرچه موقعیت علاوه بر این، ملاحظه می .شودمی  میرا  100

AUVی  ها در راستای محورهاx  ،y    وz   با یکدیگر برابر نیست، اما

نابراین، شرط کنترل اجماعی ها یکسان بوده و بAUVفاصله و جهت  

 برقرار مانده است.

شکل   مؤلفه 9در  مختلف،  شکل  AUVسرعت    های  در  و  ،  10ها 

آنسیگنال کنترلی  باز  خلالدر    هاهای  شده   یابی روند  داده  نشان 

به   s  100زمانی کمتر از  مدت  ه سرعت درشود ک. ملاحظه میاست

ثابت همگرا شد   کی میرا میو    همقدار  آن  شود. همچنین نوسانات 

  zو    x  ،yها در راستای محورهای  AUVشود که سرعت  دیده می

راستای محورهای   و در  ثابت  برابر   ψو    θدارای تفاضل  با یکدیگر 

 است.

طور به  کرده و  فیها را توصAUV  حرکت  یبعدسه   ریمس،  11شکل  

را   مرجعدهی و رهگیری مسیر  اجماع، شکل  فرآیندکل    ،تری شهود

 AUV،  دشویم   شکل دیده   نیاطور که در  همان  د.دهیم  نمایش 

دنبال  مرجع    ریمس  راهبر همگرا  آن  به    AUV  شش و    کردهرا 

 . بنابراین، با استفاده از این  دگردنیم  آن همراه شوند و سپس با  یم

می بهشکل  با  که  دریافت  کنترل  توان  روش  اجماع  کارگیری 

ها با حفظ آرایش خود مسیر موردنظر را در AUVپیشنهادی، گروه  

بعدحالت   رسیده  یسه  مقود  به  و  کرده  حالت .  انددنبال  این  در 

دهی حرکت و رهگیری مسیر شکل  اجماع،  تیمأمورتوان گفت که  می

  است. دهیرس انی به پا ها AUV مرجع

 مودسناریو - 4-2

-تشکیل دهنده گروه، اجماع، شکلسناریو دوم از منظر تعداد اعضای  

دهی حرکت و رهگیری مسیر مرجع همانند سناریو اول است. منتها 

بررسی شده بر همگرایی سیستم  در این سناریو تاثیر تاخیر عملگرها  

شود  ا، فرض میی عملگرهنشدهمنظور بررسی دینامیک مدلبهاست.  

شود.  ها تکرار میسازی تأخیر بوده و شبیه  s  2که هر یک از آنها دارای  

حرکت    12شکل   شبیهAUVمسیر  این  در  نمایش ها  را  سازی 

ها ، زمان همگرایی عاملهاعملگرشود که تأخیر  دهد. مشاهده میمی

 دهد. را شدایدا تحت تاثیر قرار می 

 

 

   
 پ(     ب(          آ(

  
 ث(     ت(
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 در سناریوی اول ها AUV وضعيتموقعيت و  -8شكل 

 

 

 

 

   
 پ(     ب(          آ(

  
 ث(     ت(

 ها در خلال کنترل اجماعی AUV ایخطی و زاویه های مختلف سرعتمؤلفه-9شكل 

 

   
 پ(     ب(          آ(
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 ث(     ت(

 ها در خلال کنترل اجماعیAUVهای مختلف سیگنال کنترل مؤلفه-10شکل 

 

 

 
ضلعی و  ها با آرایش ششAUVماير حرکت سه بعدی -11شكل 

 رهگيری ماير مرجع در سناریو اول 

 

ضلعی در بازه زمانی ها با آرایش ششAUVماير حرکت  -12شكل 

   )سناریو دوم(  اعمال دو ثانيه تأخير در عملگرها[ ثانيه و با 1500-0]

 مقایاه نتایج- 4-3

مسیر  3جدول  در   ردیابی  خطای  و  همگرایی  زمان   ،AUV  با ها 

  اخیر ضلعی و ساختار سوئیچینگ، در دو حالتِ بدون تآرایش شش

 شود، طور که ملاحظه میهمانمقایسه شده است.  باهم  تاخیرو با 
 

ها در آرایش  AUVزمان همگرایی و خطای ردیابی ماير -3جدول 

 ضلعی   شش

 AUV  راهبر AUV های پیرو 

 
زمان  مدت

همگرایی  

(s ) 

بیشینه 

 ( mخطا )

زمان  مدت

همگرایی  

(s ) 

بیشینه 

 ( mخطا )

سوئیچینگ  

 بدون تاخیر 
70 102/0 100 450/0 

سوئیچینگ با  

 تاخیر
- - 200 2/1 

 

تاخیر همگرایی  اعمال  زمان  و  مسیر  ردیابی  خطای   ،AUV  را ها 

 افزایش داده است.  
 

 نتيجه گيری   - 5

ارتباطی   ها با توپولوژیAUV  گروهی ازدر این مقاله، کنترل اجماع  

بمنظور طراحی آرایش    ، عملگرها  زمانی شونده همراه با تأخیر  سوئیچ

هندسی حرکت شش ضلعی و رهگیری یک مسیر حلزونی سه بعدی  

منظور، این  به  گرفت.  قرار  مطالعه    گیرانتگرال  عامل  کی  از  مورد 

استفاده   هبر و پیروای رهاAUV  مدلسازی ریاضی  برایمرتبه دوم  

بکمکشده   گراف  و  ماتریس نظریه  و  درجه،  ها  مجاورت،  های 

مدلسازی  با یکدیگر    ها عامللاپلاسین و مقادیر ویژه آنها ارتباطات  

پروتوکلمی سپس  طراحیبگونه  اجماع   گردد.  که  گردد  می   ای 

هندسی  AUVموقعیت   آرایش  یک  به  را  ضلعیها  همگرا   شش 

منظور بررسی . بهو ضمن حفظ آن مسیر مرجع رهگیری شود  د نمای

همگرا قابلیت  و  اجماعیی  صحت  دو  پروتوکل  سناریو   پیشنهادی، 

تعریف مختلف  پیچیدگی  با  نشان  تست  نتایج  که   دهد می گردید. 

ها به AUVپیشنهادی، قابلیت همگرا نمودن  اجماع  روش کنترل  

راهبر را دارد. در این روش   AUVپیرامون   شش ضلعییک آرایش  

با    zو    x  ،yی  ها در راستای محورهاAUVاجماع، اگرچه موقعیت  

جهت   و  فاصله  اما  نیست،  برابر  و  AUVیکدیگر  بوده  یکسان  ها 

به است.  مانده  برقرار  اجماعی  کنترل  شرط  دیگر،  بنابراین،  عبارت 

برای دست و  اجماع  است  انجام شده  آرایش مشخ   به یک  یابی 

می شکلبنابراین،  کنترل  نوعی  را  روش  این  اجماعی    -دهی توان 

علاوه شد دانست.  مشاهده  تأخیر  براین،  تأثیر  پیشرانه  کم   که  ها 

افزایش AUVچندانی بر عملکرد اجماعی   اما  ندارد،  زمان    این  ها 

میبه سوئیچینگ  ساختار  در  مسیر ویژه  و  همگرایی  زمان  تواند 

 ها را شدیداً تحت تأثیر قرار دهد. AUVحرکت 

 پيوست یک:

برخی از ضرایب مهم مورد استفاده در مدل دیناميكی شش : 4جدول 

 آزادی ربات مد نیر.  درجه

  پارامتر مقدار  توضيحات 
 mm gX 1 0.0 مرکز جرم 

 mm gY 2 0.0 مرکز جرم 

 mm gZ 3 15 مرکز جرم 
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 mm bX 4 0.0 مرکز حجم 

 mm bY 5 0.0 مرکز حجم 

 mm bZ 6 0.0 مرکز حجم 

2 ممان اینرسی 
.Kg m27.32 X XI 7 

2 ممان اینرسی 
.Kg m23.458 Y YI 8 

2 ممان اینرسی 
.Kg m23.458 ZZI 9 
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