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کیدهچ  

که دارای کاربردهـای صـنعتی متعـدد         حـول اجسام دو بعدی   ذیر  پتراکم نا لزج و   جریان  تحلیل  روش تقریبی   ،  در مقاله حاضر  
. دنشو و پتانسیل بطور تکراری حل شده و کمیت های مهم جریان محاسبه می        جریان لایه مـرزی     هر دو    .می باشد، ارائه می گردد    

حـول  جریـان    .ه کمک جریان مجازی عمود بر سطح جسم، بعنوان شرایط مرزی حـل میـشود               ب  آرام و مغشوش   جریان لایه مرزی  
گردابه با قـدرت ثابـت    روی سطح جسم و گردابـه و توزیـع چشمه و چاهو نـواخت  یکپتانسیل  های جریـانبوسیله ترکیب    جسم  

حـل   ،توسـعه برنامـه محاسـباتی      با .شود  می نیز ایجاد  1در ناحیه ویک  چرخشـی   جریان. ساخته شده است   روی خط جریان جدائی   
 معلوم بـودن طـول ویـک و ضـریب           با. محاسبه گردیده است  های توزیـع شده      قدرت و محل سینگولاریتـی     صورت گرفته و   عددی

 و   فشـار همچنین، توزیع . جسم بدست می آیند   حول   لایه مرزی    در نتیجه  فشار کمینه از داده های تجربی، شکل خطوط جریان و         
  .مقایسه شده اندهای تجربی  منحنی خط جریان جداشده از نقطه جدائی، محاسبه شده و با دادهو سرعت 
  ، برنامه محاسباتی ضریب فشار،ویک ،ن پتانسیلجریاجریان لزج، :  کلیدیکلمات

 
Analysis of External Flow With Combination of Viscous 

Boundary Layer Flow and Ideal Flow 
Abstract 

In this paper, the analysis of two dimensional viscous incompressible flow around bodies 
with multiple industrial applications, is presented. Both of boundary layer flow and potential 
flow have been analysed repeatedly and in this way, the major parameters of flow are 
calculated.   Laminar and turbulent boundary layer flow are solved with the aid of an virtual 
flow normal to the surface of the body as boundary conditions. The flow around the body has 
been made by combining the uniform potential flow and distribution of potential source and 
sink and vortex on the surface of body and constantly powered vortex on the separation 
streamline. The rotational flow in wake region is also made. With a development of 
computational program, the numerical method is applied in which, the power and situation of 
distributed singularities are obtained. Considering wake length and minimum pressure 
coefficient from empirical data, the shape of streamlines and consequently boundary layer 
around the body have been obtained. Also, distribution of  pressure and velocity and curve of 
streamline beginning from separation point, have been calculated and compared with empirical 
values.   
Keywords:viscous flow, potential flow, wake, pressure coefficient, computational            
program 
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هندسی دریایی ایرانانجمن م نشریه مهنــدسـی دریــا  

  مقدمه -1
مـوارد متعـددی از     در   جریان خارجی حول اجسام     

لولـه هـا و     نظیــر جریــان حـول       صـنعتی   کاربردهـای  
پایه پلهـا،    ،ارت در مبدلهای حرارتی   مجراهای تبادل حر  

تکیه گاههـای دور از سـاحل در اقیانوسـها، لولـه هـای              
حاوی نفت در دریاها، دودکشها، برجهـای خنـک کـن،           

 ظـاهر   ...هواپیما و    بالگرد و    ،خودروجریان عرضی حول    
طـرف   محاسـبه نیروهـای وارده از      هـا،   که در آن  شود   می

  .ردار می باشد اهمیت ویژه ای برخواز، سیال بر جسم
پـذیرد،    صورت مـی   روش دو   هاصولاً تحلیل این مسئله ب    

یکی با حل معادله کامل ناویراستوکس برای جریان کـه          
 روشهای تقریبی که    ،به حل عددی می انجامد و دیگری      

در . مـی پردازنـد   سـیال   سـازی جریـان واقعـی        به مدل 
شـده   تحلیل جریان پتـانسیل انجام      ،روشهـای تقریبـی 

بـه روش هـای      ،و چرخــش در آن     جـود لزجـت و اثر و  
 و   جریـان حـول اسـتوانه      با حل  .می شود مختلف اعمال   

 جریان حـول هـر       می توان  2استفاده از نگاشت همدیس   
  .جسم دیگری را بدست آورد

از حلهای ارائه شده بـرای مدلـسازی جریـان واقعـی بـا              
 می توان به کارهـای      ،استفاده از جریان پتانسیل معادل    

و همچنین مرجع شماره    ] 1[مرجع شماره در  ده  ارائه ش 
دو ورتیسیته اسـتفاده شـده و یـا           از تنها آنکه در   ] 2[

 کـه در آن لایـه       ]3[ انجام شده در مرجع شماره     کارهای
برشـی پشـت استـوانه با ورتیسیته های نقطه ای مـدل          

در روش معـادل سـازی جریـان        . شده اند ، اشاره کـرد       
رفتارهای اصلی جریان واقعـی     عی با جریان پتانسیل،     قوا

 نظیـر موقعیـت جـدائی       متغیـر و تعدادی   شده  مشخص  
له ابا حـل مـس    که   ،جریان و فشار مبنا، مطرح می شوند      

در رونـد    بنـابراین، . آینـد   بدسـت مـی     آنهـا  مقادیردقیق
مـی تـوان    . بوجود می آیـد    دس و تکرار  حله  اتحلیل مس 

ی طبقه بنـد  اصلی  را به سه گروه     یاد شده   معادل سازی   
  : که عبارتند ازنمود

های  یان آزاد، مدلهای با سینگولاریتی    مدلهای با خط جر   
ــان آزاد و اســتفاده از   ســطحی، ــا خــط جری ــدلهای ب م

در تمام ایـن مـدلها،   . سینگولاریتی های سطحی و ویک    
جسم، ویـک  میدان جریان به سه ناحیۀ لایه مرزی روی      

                                                 
Conformal Mapping  - 2   

ها تفاوت عمده ایـن مـدل     . شود و جریان آزاد، تقسیم می    
در مـدل   . باشد تحلیل ناحیه ویک و مدلسازی آن می      در  

روش نمایـد،   اول که از نگاشت همـدیس اسـتفاده مـی           
توسط جریان آزاد    ساده ای برای تعیین موقعیت خطوط     

از در این حالـت،      .پیشنهاد شده است  ] 4[ مرجع شماره 
دو چشمه متقارن روی جسم در ناحیـه ویـک و تـصویر             

موقعیت و قـدرت ایـن     . ده است ا در مرکز استفاده ش    آنه
و اثـر   آمده  رضـاء شرایـط کمکـی بدست     اچشمـه ها با    

ها  روی جریان پتانسیل توسط این چشمه       به ناحیه ویک 
  .شود میاعمال 

در این مدل از اثر لایه مرزی و جریان در ناحیه جـدائی             
مدل دوم حالت خاصـی از مـدل        . صرفنظر گردیده است  

 اســت کــه بــر ایــن در مــدل ســوم فــرض .ســوم اســت
ورتیسیتۀ ویک در لایه های برشی نازک متمرکـز شـده           
اند و ویک چرخشی با یک جفت گردابـه کـه مــوقعیت             

و حباب ویـک    شده  آنرا قبـلاً نمـی دانیم شبیـه سـازی       
 غیرلـزج و  این حبـاب، جریان داخل   . بسته پدید می آید   

 بنابر ایـن،  . شودچرخشـی با ورتیسیتـه ثابت فرض می       
طول حباب و ضریب فـشار مبنـا         متغیر   مدل دو    در این 

این مدلها همگی   . شوند عنوان کمیتهای مبنا مطرح می    ب
یـر  غبرای جریان دائم مطرح هستند، اما وقتـی جریـان           

پشـت جسم بطـور غیـر مـنظم      ها از    ، گردابـه دائم باشد 
 ]5[در مرجع شماره مدلسازی آن   شوند که برای     جدا می 

ه در آن نیـز کمیتهـای آزاد        ارائه شـده اسـت، ک ـ      یروش
ی کــم کــردن تعــداد کمیتهــای آزاد بــرا. وجــود دارنــد

هـای    ورودی  تعـداد  توان لایه مـرزی را حـل نمـود و          می
  .تجربی به مدل را کم کرد

جریـان  مبتنـی برحـل    این مقاله   مورد استفاده در  روش  
در ) لزجـت  (لایـه مـرزی   ات  اثر لحاظ نمودن    پتانسیل با 

ش با حدس و تکرار پس از حـل          در این رو   .آن می باشد  
لایه مرزی آرام و مغشوش موقعیـت جـدائی و ضـخامت          

بـا اسـتفاده از یـک        .آیـد   می جابجائی لایه مرزی بدست   
جریان پتانـسیل، توزیـع فـشار حـول         ای   مولفهمدل دو   

  .دشو میمحاسبه نیز و زاویه جدائی آمده استوانه بدست 
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    دو جریانتلفیق -2
، لایه مرزی و جریان ایده آل از        اعداد رینولدز بالا  در  

مـی تـوان جریـان      بـوده و بنـابراین،      هم تفکیـک شـده      
 در  .خارجی غیرلزج را با جریان لایه مرزی تلفیـق نمـود          

 از نتـایج آن     ل جریـان پتانـسیل،    هر تکرار و پـس از ح ـ      
اسـتفاده  معـادلات لایـه مـرزی    در شرایط مرزی   بعنوان  

ادل سـازی،   برای مع ـ .  بدست می آید   و توزیع فشار  شده  
کـرده و بـه     کل میدان جریان را جریان ایـده آل فـرض           

 ،انتگرالـی در شـکل  قوانین بقاء منظور اعمال اثر لزجت،     
 در داخل لایه مرزی و جریـان ایـده آل معـادل یکـسان             

 انحراف خطوط جریـان در      ،  با این کار  . شوندسازی می   
شـده و   اثـر وجود لزجـت بـه جریـان ایـده آل تحمیـل              

 دو روش ، برای انجام این امر .شود مدل می  واقعیجریان  
  ]6[.ضخامت جابجائی و جریان مجازی وجود دارند

نکـرده و  ، هندسۀ جسم را تغییر     در روش جریان مجازی   
 در روش   در مقابـل،  . یابـد شرایط مرزی تغییر مـی      تنها  

 و   بـوده   هندسۀ جسم دائماً در تغییـر      ،ضخامت جابجائی 
 ضـخامت جابجـائی لایـه        به اندازۀ  ،در هر نقطه  ابعاد آن   

از توزیـع سـرعت     . یابـد  زایش مـی  مرزی در آن نقطه اف ـ    
 بدست آمده از مدل اصـلاح شـدۀ جریـان پتانـسیل بـا             

 ضخامت جابجائی لایـۀ مـرزی، بـرای یـافتن           استفاده از 
 حـل   ، در واقـع   .حل جدید جریان لزج استفاده می شود      

 آنقدر ادامه ،توأم و تکراری جریان لزج و جریان پتانسیل     
منظور دسـت یـابی   ه  ب. شودیی حاصلمی یابد تا همگرا  
 بـا وجـود     -سرعت بیشتر در حل عددی    به دقت بالاتر و     

 زیــر تــوان از ضــریب مــی -تعــداد ســلول وگــره کمتــر
در ایـن مقالـه از روش   . نیز استفاده نمـود  )w(3تخفیف

ه و وجـود لایـه مـرزی در         شـد جریان مجازی اسـتفاده     
ازی عمـود بـر سـطح    جریان پتانسیل با یک جریان مج ـ    

   .سازی شده استمدل ) iwV (استـوانه
جریان پتانسیل معادل حول استوانه با استفاده از توزیع         

روی سـطح   سینگولاریتی های گردابه و چـشمه و چـاه  
ــا جریــان یکنـــواخت ورودی و   اســتوانه و ترکیــب آن ب

یکـسان بـودن    . همچنین ناحیه ویک، ساخته می شـود      
 را  جریان ایده آل معـادل    و  ی جرمی در جریان واقعی      دب
انتگرالـی در دو    شـکل   اعمـال قانـون بقـاء جـرم بــه       با  

                                                 
3 - Under Relaxation 

. ارضـاء مـی کنـیم     جریان ایده آل و جریان لایه مـرزی         
 استفاده از کمیـت ضـخامت جابجـائی لایـه           بنابراین، با 

روی سطح استوانه ) iwV(سرعت مجازی   ،)δ•(مرزی
 اگر این معادلـه بقـاء، در دسـتگاه خـط            .بدست می آید  

آن در    جریان دو بعـدی نوشـته شـود و انتگرالگیـری از             
،  انجـام گیـرد   ) δ•(امتـداد شعاع استـوانه از صـفر تـا         

  ]:7[بدست می آیدبرای سرعت مجازی ) 1(رابطه 
  
)1(                              )(1 •= δρ

ρ eueds
d

e
iwV                            

  
و سـرعت سـیال     جرم حجمی    eu و   eρدر این معادله  

  بـصـورت زیـر تعــریف       δ•وبـوده   در لبـه لایه مـرزی     
  ]:7[شود می

  

)2(                      ∫ −=•
δ

ρρδ
0

)1( dneueu  

  
تلفیق جریان لزج و جریان غیرلزج بـدین معناسـت کـه            
توزیع سینگولاریتی ها طوری در نظر گرفتـه شـود کـه            

بدست آمـده از آنهـا بخـوبی اثـر          )  iwV(جریان مجازی 
همچنیـن  .لایه مرزی در جریان پتانسیل را اعمال نماید       

زه حرکـت خطـی در امتـداد        با مسـاوی قـرار دادن انـدا     
برای جریان واقعی لـزج و جریـان ایـده      ) s(خط جریان   

گیـری در امتـداد عمـود بـر خـط            آل معادل و انتگـرال    
بـه  ) δ(از صفر تا مقدار ضخامت لایه مرزی        ) n(جریان
  .رسیم می )3(معادله 

  
)3(         

2
22 fC

ds
iwdu

)eM(H
iwu
θ

dn
dθ

=−++  

                                                          
θ
δ •

=H   
 θ ضـریب اصـطکاک مجـازی،        fcکه در ایـن معادلـه     

 ضریــب   Hضخامت اندازه حرکت لایه مرزی مجازی،       
 سـرعت   iwuلبه لایه مـرزی،      عدد ماخ در     eM،  شکل

 امتــداد   sمجازی روی جسم در امتداد خـط جریـان و           
د شون میباشند که بصـورت زیر تعـریف       خط جریان مـی  

]7:[   
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)4(                                           

2

2
1

iwiw

w
f

u
C

ρ

τ
=  

)5(            ∫ −=
δ
ρ

ρ
θ

02 )([
.
1 uuu
u iw

iwiw

  

dnuuu iwiii )]( −+ ρ  
)6(                                vu

n
u ′′−
∂
∂

= ρµτ  

)7(                                           uuu ′+=  
  

u′و v′ ــانی و ــرعتهای نوس ــط در  uس ــرعت متوس س
همچنـین بـا مـساوی قـرار       .  باشـد    جریان مغشوش می  

دادن اندازه حرکت خطی در امتداد عمود بر خط جریان          
)n (            برای جریان واقعی لزج و جریان ایـده آل معـادل و

 گیری در امتداد عمود بر خط جریان از صفر تـا           انتگرال
)δ(  ،  معادله)بـرای اخـتلاف فـشار بیــن جریــان          ) 8

 بدسـت   ان ایـده آل معـادل روی دیـواره     واقعـی و جری ـ 
  :می آید

  

)8(                    ).(2
•• +=

− δθ
ρ

k
u

PP
iwiw

wiw   

  
انحنــاء ضخــامت جابجائــی       بیانگر   k•در این معـادله  

  :آید بدست می) 9(با استفاده از رابطه بوده و 
  

)9    (                            )(
iw

iw
w u

V
ds
dkk +=•  

  
δθ* و یـا     k•در جریان حول استوانه چون مقادیر      + 

 فشار روی دیواره در  مناسبی می توان با تقریب ،ناچیزند
را با ایـن فـشار در حالـت ایـده آل             )wp(حالت واقعی   

در در ایـن مقــاله      . مساوی در نظر گرفت    )iwp(معادل
. شده اسـت  از روش مستقیـم استفـاده     روند حل عددی    

, و با حل جریان پتانـسیل     شده   حدس زده    iwVابتدا  در  
بدسـت  ) iwu(سرعت مماسی جدید روی سطح جـسم        

 ،حل لایه مرزی و ویک     سپس با استفاده از آن و        .آید می
 iwVومحاسـبه شـده      )eu(سرعت در لبـه لایـه مـرزی       

 یابدتکرار ادامه می      روند حدس و   .یدجدید بدست می آ   

 ، بدست آمـده از حـل جریـان پتانـسیل معـادل            iwuتا  
  . شودهمگرا

  
   واقعیجریانروش ایجاد -3

اینکه لایه مـرزی و لایـه برشـی آزاد بـه            وجه به   تبا  
  :یات زیراندازه کافی نازک هستند و فرض

  

 ورتیسیته درلایه برشی و لایـه مـرزی بـه ترتیـب             -الف
روی خــط جریــان آزاد خــارج شــده از نقطــه جــدائی و 

  .منحنی بدنه متمرکز شده اند
نقاط سکون دقیقـاً در پـائین دسـت نقـاط            -ب

  . دارندجدائی روی بدنـه قرار
  

 ، توزیع چشمه و چـاه روی جـسم       با استفاده از    توان    می
اثر لایه مرزی قبـل از نقطـه جـدائی را طـوری در نظـر                

   : روی سطح، بصورتگرفت که سرعت عمودی
  

)10 (                           )
2

()(
D
eu

d
dV

•

=
δ

θ
θ  

  
ــد  ــود آیـ ــه  . بوجـ ــن معادلـ ــسم Dدر ایـ ــد جـ   بعـ

گرفته  بعد از نقطه جدائی ناچیز در نظر         θ)(V.باشد می
 4له نیـومن  ا  یک مس ،  فرضیـات فوق توجه به   با  . شود می

 توسط توزیـع سـینگولاریتی      ،آید که حل آن    بوجـود می 
نظـور، بـا توزیـع چـشمه بـا           بدین م  .بدست خواهد آمد  

 روی γ)(θ قــدرت  و توزیـع گردابــه بـا  m)θ (قـدرت 
 و  ی روی لایـه برش ـ    wγدایره و گردابۀ با قـدرت ثابـت         

ترکیب آنها با جریان یکنواخـت بـا سـرعت بـدون بعـد              
10دواح =V    آیـد  نه بدسـت مـی  ا، جریـان حـول اسـتو. 

θ)(VVr  با ارضـاء  ،  توزیـع چشمه  ی دایـره کـه     رو=
بدســـت آمـــده اســـت، ) 10( از معـــادله V)(θدر آن

شود  طوری تعیین می  نیز   توزیع گردابه    .شود حاصـل می 
که سرعت عمـودی روی دایـره صـفر شـده و در نقطـه               

ــدائ ــاء ی جـ ــسیته بقـ ــی    ورتیـ ــد یعنـ ــته باشـ داشـ
dws γγγ مبین بالا دسـت و      wو  s که در آن     =+

و اسـتوانه   پائین دست نقطه جدائی در قـسمت بیرونـی          
مبین پائین دسـت نفطـه جـدائی در قـسمت           dاندیس

                                                 
4-Neumann  
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عـلاوه بـر ایـن بایـد سـرعت          . باشـند   می  استوانه داخلی
 و عکــس برابــر، ناشــی از توزیــع گردابــهdθمماســی در

 زیـرا در    .سرعت مماسی ناشـی از توزیـع چـشمه باشـد          
بدلیل عدم وجـود نقطـه منفـرد سـرعت          ،  داخل استوانه 

شـکل زیـر نمایـش کلـی لایــه      . سیال صفر خواهد بود   
  .برشی و حباب ویک را ارائه می دهد لایه ،مرزی

 

  
  

   نمایش نواحی جریان حول استوانه– 1شماره 
  

ــن روش ـــولد ،در ایـ ــدد رینـ ــشـار  ،ز عـ ــریب فـ  ضـ
بعنوان کمیت هـای    ) sφ(و زاویه جدائی    ) PmC(کمینه
 توزیـع فـشار   ، سـپس .دونش ـمـی   در نظر گرفته   ورودی

 پتانـسیل   یروی سطح دایره از مدل جریان غیر چرخش       
 ، توزیـع گردابـه  ،بـرای ایـن منظـور     .  گـردد  محاسبه می 

ردابـه ثابـت روی خـط جریــان       توزیع چشمه و چاه و گ     
با آنگاه   .جـدا شـده از نقطه جدائـی محاسبـه می شوند       

سـرعت روی   ،   سرعت القائی در هر نقطه     ،استفاده از آنها  
 سـپس . آیند می و توزیع فشار بدست      )eU (لایه مرزی 

 ]7 [مغشوشو لایه مرزی روی استوانه برای جریان آرام      
ع ضـخامت جابجـائی در لایـه مـرزی و           حل شده و توزی   

مجدداً از حل جریان     .دیآمی  زاویه جدائی جدید بدست     
، فاده از ضـخامت جابجـائی لایـه مـرزی         پتانسیل با است  
ایـن  . ا رسیدن به همگرائی تکرار می شود      روند تکراری ت  

کمینــه همگرائــی عبارتــست از رســیدن ضــریب فــشار 
  . رینولدزمحاسبه شده به مقدار تجربی مطابق با عدد

 ، منحنی خط جریـان آزاد جـدا شـده از نقطـه جـدائی             
θ)(rrبصورت منحنی درجـه دوم       گرفتـه   در نظـر     =

 باید در نقطه جدائی مماس بـر دایـره          این خط . شود می
 بدلیل ثابت بودن    -بوده و در فاصله محدودی از استوانه        

بیـان  بـه    . تمام شود  -قدرت گردابه توزیع شده روی آن     
قدرت ورتیسیته دور از استوانه باید به سمت صفر         دیگر،  
وارد ) LW( کمیت طول ویـک      بدین ترتیب، .  نماید میل

  کمیـت  شامــل دو  حاضر   مدل    بنابراین .له می شود  امس
  .است) LW(و طـول ویک ) sθ (زاویـه جدائـی

له پیشنهادی برای خط جریان جدا شـده از نقطـه           معاد 
  :]6 [جدائی عبارتست از

  
)11(             1/))(1( 22 +−−= SSLWr θθθ   
  

شــکلهای پــی در پــی ایــن خــط جریــان در تکرارهــای 
 cte=ψگیــری روی معادلــه    از انتگــرال،مختلــف

sθθمنشعب از نقطه جـدائی بـا شـرایط اولیـه              در  =
1=r ــا   بدســت مــی آیــد و خطــوط جریــان جدیــد ت
LWx   .شوند  محاسبه می=

نجـر بـه    م،  D3  تـا  D5.1بین   LW برای حدس اولیه 
در کـل هـد فـشاری       تغییـر   . شـود  همگرائی سریعتر می  

  :عبارتست از  لایه برشی،  در عرض)H(بدون بعد 
  
)12(                 

iPPi CCUUH −=−=∆
0

2
0

2  

)13(                              HUC
bP ∆+−= 21   

  
 i وo بـوده   رشیلایه ب  نواحی داخلی و خارجی       بیانگر 

 که بـا سـرعت       است سرعت مماسی حول استوانه    Uو  
از حـل   و  ، بدون بعـد شـده اسـت         0Vجریان یکنواخت   

.آیـد  جریان پتانسیل بدست می   
bPC    ضـریب فـشار     نیـز

  .باشد  میبعد از نقطه جدائیبدون بعد، 
iUUبا توجه به آنکـه        −= 0s2πγ     12( از معادلـه (

  :شود نتیجه می
  
)14(                        )(4 0UH SS −=∆ πγπγ  
  

معیــار (معیـار انتقــال از لایـه مــرزی آرام بـه مغــشوش    
  .شود گرفته می بصورت زیر در نظر]7[ )5میشل

  

)15(          46.0Re)
Re

224001(174.1Re x
x

+>θ 

رزی مغـشوش ضـخامت انـدازه       برای شرایط اولیه لایه م    
در ناحیـه   از آرام بـه مغـشوش       حرکـت در نقطـه گـذار      

ــه    ــروع ناحی ــت در ش ــدازه حرک ــر ضــخامت ان آرام براب
                                                 
5-Michel  

63 
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و از افـت انـدازه حرکـت در ایـن           شـده   مغشوش فـرض    
   .شود فاصله صرفنظر می

ــاکتور شــکل  ــین ف ــرزی  Hهمچن ــه م ــدای لای  در ابت
  .شود گرفته میدر نظر 4/1 تا 3/1مغشوش بین 

در نقطـه جـدائی      6توایتدر لایه مرزی آرام طبق روش       
09.0−=sepλ        و در لایه مرزی مغشوش طبـق روش 
بنابراین برای لایـه مـرزی      . باشد می H=4.2 ،     7هد

بدسـت  ) 17(و  ) 16(و مغشوش، به ترتیـب روابـط        آرام  
  :]7[می آیند

  

)16(                            ∫=
x

e
e

dxU
U 0

5
6

2 45.0
ρ

µθ  

)۱۷( 6169.0)3(0306.0)θH(1
11 −−= HU

dx
d

eU e
 

  
  :آید  بدست میH≥6.1که در این روابط برای 

 
)۱۸(    287.1

1 )1.1(8234.03.3 −−+= HH 
  
  :آید بدست می H<6.1 برایو 
  
)19(    064.3

1 )6778.0(5501.13.3 −−+= HH  
  

 ،)1( شــکل توجـه بـه     ها با    در محاسبـه سینگـولاریتی  
گرفتــه در نظـر   )2 (صـفحه محاسـباتی بــصورت شـکل   

  :شود می

  توزیـع سینگولاریتی ها -2 شکل

                                                 
6 - Thwaite 
7 - Head 

   چشمه و گردابهقدرت -4
قـرار   p  نقطـه  سرعت القاء شده چشمه ای کـه در       

  :عبارتست از rدر جهت  tدارد در نقطه
  

)20(                                       
tpr

q
tpV π2= 

     

1 در محاسبات 
2

=
π
q        ،چـشمه بـا    و به عبـارت دیگـر

  :بر این اساس. فرض شده است  )m=1 (قدرت واحد
  

)21(                                              
tprtpV 1=   

  
  :)3( شکل با توجه به

  
)22(                      ),(cos tpGVV tpr == β 

  
  
  
  
  
  

  

  pناشی از چشمه در tنقطه سرعت در -3 شکل
  

اثـر گردابـه بـا قـدرت       در   tسرعت القاء شده در نقطـه       
  :  عبارتست از θ در جهت pواحد در نقطه 

  

)23(                                       rLnπψ 2
Γ=   

)24(                 rtpVrV
π

ψ
θ 2

Γ−=⇒
∂
∂−=   

  

γمحاسبات  در
π

=Γ−
2

  : بوده و در نتیجهγ= 1  و
  

)25(                                            
tprtpV 1=    

γw )(θm

)(θm

pt )(θγ

θ

γw )(θγ−

U 

p 

rt 
θt 

θp 

β 

Vr 

VtP 

rP 

t P 

64
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)26(                   ),(cos tpGtpVV == βθ 

   
)(اگر  tV θ     را سرعت مجازی بـرای بـه حـساب آوردن

 لایه مرزی درجریان پتانـسیل در نظـر بگیـریم، آنگـاه    
وی ی موجـود ر   سرعت عمودی ناشی از تمام چشمه هـا       

  باید در شرط مرزی tدر نقطهدایره 
  

                           )θ( tVVr =             1=r  
  

  :بنابراینصدق کند 
  
)27(   

∫ =+ ππ 2
0 )θ(qθ),()qθ()θ( tt VdtqGmm  

  
 باشـــند  هـــر دو روی دایـــره مـــیt و qچــون نقـــاط  

5/0=),( tqG      قدرت   و بدلیل تقارن در توزیع چشمه ،
  :آید بدست می) 28(با استفاده از رابطه توزیع چشمه 

  

)28(                         
π

θ 2)(
)tθ(

VtV
m

−
=  

)29(                                   θ)dθ(
0

1 ∫=
π

π VV  
  
سرعت مماسی ناشی از جریان یکنواخت و گردابه هـای          

وزیع شده روی دایره و روی خط جریان آزاد ، در نقطه            ت
t)   ــره ــه ای روی دایـــ ــرط  ) نقطـــ ــد در شـــ بایـــ

)(0θمرزی =V      روی سطح استوانه و درون آن صـدق 
و وجـود نداشـته     زیرا داخل دایره نقطـه منفـردی        . کند

. اشـته باشـد   د جریانی داخل دایره وجـود       بنابراین نباید 
  :بدین ترتیب

  

)30(        ∫+− 1

0

t), (p)[G(ptθsin)( p
pt γπγ    

0pt)]ds,p(G- =′′  
  

 بـا ثابـت بـودن قـدرت گردابـه از            رابطه، این   با توجه به  
0p  1تاp   برابر wγ،      توزیع قدرت گردابه روی اسـتوانه 

  : آید بدست می

)31(                  
π

θθγ
γ ttQ sin)(w)θ( t

−
= 

)32(      pt)]ds,p(G-t)[G(p,)tθ(
1

0
′′∫= p

pQ   
 

دقیقاً بعد از نقاط جـدائی      ،  نقاط سکون که   این با توجه به  
بایـد سرعــت    ) dθ (لـذا در نقطـه جدائــی      ،  می باشند 

به هـا بـا سـرعت ممـاس ناشـی از       ناشی از گردا   یمماس
ــشمه ــم    چ ــس ه ــر و عک ــا براب ــوده وه ــه ب ــارت ب  عب

dsUدیگر πγ2−=. بـا در نظـر گـرفتن بقـاء         ،  حال
dws(ورتیسیته در نقطه جدائی   γγγ نتیجـه   )=+

  :د شو می
  

)33(            
πππ

θ
γ

2)(2

sin2 sUsQ

sQ
sus

w +
−

−
=  

  
  توزیع فشارمحاسبه  -5

ســرعت مماســی روی اســتوانه در اثــر وجــود تمــام 
  :سینگولاریتی ها عبارتست از

  
)34(  

( ) θ)(θ)(θu-sinθθ)( wQeU γπγ +++=  
  :آید رار دادن قدرت گردابه ها بدست میبا ق

  
) 35(                        θ)(u-2sinθθ)( +=eU 

θ)()(
)sin2s(u

Q
aQ

a
−

−
+ π

θ
                                

  
  مربوط به نقطه جدائی است وa در این معادله اندیس 

دوم ناشـی از    جمله  اول در اثر جریان یکنواخت ،       جمله  
سوم در اثـر ترکیـب اثـرات      جمله  جابجائی لایه مرزی و     

پـس از نوشـتن معادلـه       . لایه مرزی و ویک مـی باشـند       
برنولی و اعمال شرط عدم لغزش روی سـطح اسـتوانه و            

 ، ضریب فشار  U∞استفاده از بدون بعد کردن سرعتها با      
  : آید  میبدست

  

)36(                              θ)(2
eU-1θ)( =PC   
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 .شود می نظر گرفته     در D3.2 کمیت طول ویک حدود   
برای بدست آوردن معادله خط جریان جدا شده از نقطه          
جدائی، باید شرط عدم تغییر تابع جریان در طول خـط           

  :جریان را اعمال نمائیم
  
)37(             0θ =+−= drrudrusepd θψ   

  
بعنــوان حــدس اول بــرای منحنــی خــط ) 11( معادلــه

گرفته شده  جریان آزاد جدا شده از نقطه جدائی در نظر          
 بدسـت   در تکرارهای بعدی معادله ایـن خـط جریـان         و  
  :آید می

  
 )38(  )]iθ1iθ)(exp[(1 −+=+ θuuirir r  

  

θuur   دو گره مجـاور بـوده و        متوسط مقادیر بین θ 
  . با تقسیمات مساوی تغییر می کندsepθ تا 0θاز

 از آن بعنـوان ورودی  ،eU محاسبه پس از در هر تکرار   
ــا .مــی شــودبــرای محاســبات لایــه مــرزی اســتفاده    ب

، با یافتن توزیع گردابه ها و       θ)(V و سپس  δ*محاسبه
بـه  تـا همگرائــی     ، روند حل عـددی      چشمه های جدید  

منظور حصول شرایط بهینه از نظر تعداد گره ها و دقت           
بـه   .یابد رای محاسبه در هر تکرار ادامه می      و زمان لازم ب   

 8تخفیـف زیـر    ضریب   قیق، از منظور همگرائی سریع و د    
8.0=w              در هر تکرار بـرای تقریـب  مقـادیر کمیتهـا

  .شود استفاده می) 39(طبق معادله 
  

)39(            )1(1 kakawkaka −++=+  
  
  نتایج  -6

 جریان با توجـه بـه عـدد رینولـدز           مدلسازی عددی 
کمینه تجربی به   ضریب فشار   و  ) جریان آرام و مغشوش   (
 زاویـه  ویـک،   طول  انجام گرفته و   ،دینوان مقادیر ورو  ع
   .ضریب فشار حول استوانه بدست آمده است  ودائیج

روی  ) pCضریب فـشار   (منحنی توزیع فشار بدون بعد    
 حــسب زاویــه از نقطــه ســکون، در ســطح اســتوانه بــر

                                                 
8 - Under Relaxation 

بـا   . نمـایش داده شـده اسـت       )6( و )5(و  ) 4 (های شکل
وان نتایج را با مقادیر تجربـی       تها می     ین شکل توجه به ا  

ی تجربی تطابق مناسـبی     نتایج با داده ها   . مقایسه نمود 
   .دهند را نشان می

 بـرای  جریان آرام توزیع فشار بدون بعد در       )4( شکلدر  
  . رسم گردیده است244000عدد رینولدز 

  

  
  

  244000برای رینولدز توزیع فشار بی بعد -4شکل 
   

 420000ر حـدود رینولـدز      با افزایش عـدد رینولـدز، د      
میدان جریـان از حالـت آرام بـه مغـشوش تبـدیل مـی               

  ].7[شود
برای جریان مغشوش که لایه مرزی از دو قسمت آرام و           

 )5(های   است، بعنوان نمونه شکل   مغشوش تشکیل شده    
رسـم   4280000 و   440000 برای اعداد رینولدز     )6(و  

  . استگردیده
  

  
  

  440000 ای رینولدز برار بی بعدتوزیع فش -5 شکل
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   بدون جریان مجازی4280000 با رینولدز pC-6شکل 
  

بعنوان نمونه منحنی خط جریـان جــدا شـده از نقطـه             
  برای)7( شکلدر  حـدس اولیه و نهـائی     بصورت  جدائی  

 78در زاویـه جـدائی      ) جریان آرام    ( 244000رینولدز  
  . رسم گردیده استدرجه 

  
  

  
  
  
  
  

  

  244000  خط جریان جدائی برای رینولدز-7کل ش
  

 ضـریب فـشار    نتـایج محاسـبات بـصورت        )1(در جدول   
مقـدار   ،آنتجربـی    و همچنـین مقـدار       )mCp( کمینه

درصد خطا در محاسـبه ضـریب فـشار کمینـه، کمیـت             
قـدرت  ، )sepθ( جریـان   دائی ج زاویه ،)Lw (ویک طول

گردابه ثابت روی خط جریان جداشده از نقطـه جـدائی           
)wγ (  قدرت گردابه در نقطه جدائی    و)sγ(  ،  برای اعداد

رینولدز مختلف در حالت آرام و مغشوش، ارائه گردیـده          
  .است

  
  یجه گیرینت -7

، ضریب فشار بدون    )6(  و )5(و  ) 4 (های طبق شکل 
باشـد و     سکون در تمام رینولدزها واحد می      بعد در نقطه  

ــا   ــد کاهــشی را ت ــا حرکــت روی ســطح اســتوانه، رون ب
دهد که بدلیل رشد ضخامت      مقدارکمینه خود نشان می   

 میدان جریان از وجود اسـتوانه       لایه مرزی و متاثر شدن    
سپس تا نقطه جدائی افزایش یافتـه و پـس از           . باشد می

قــدار ثــابتی کــوچکتر از یــک بــاقی نقطــه جــدائی در م
هـا،   نتایج بدسـت آمـده بـر اسـاس ایـن شـکل            . ماند می

دهند اما در  های تجربی را نشان می      بی با داده  انطباق خو 
 درصـد را نـشان      5نزدیک نقطه جدائی اختلافی حـدود       

علت این اخـتلاف در نزدیـک نقطـه جـدائی،           . می دهد 
ریبـی حـل لایـه مـرزی        خطائی است که در روشهای تق     

در محاسـبه ضـخامت لایـه    ) 10 و هد 9روش های توایت  (
  .مرزی وجود دارد

آرام انطبـاق بـسیار خـوبی بـین          برای جریان    )4(شکل  
در . دهد های تجربی و نتایج حل عددی را نشان می         داده
با افـزایش   . باشد  درجه می  78 رینولدز زاویه جدائی     این

 از حالـت آرام بـه       ریـان عدد رینولدز و تبدیل میـدان ج      
، زاویه جدائی بـه تـدریج       ))6( و )5(های   شکل(مغشوش  

 درجه رسیده   105 درجه به    78افزایش یافته و از حدود      
ایـن امـر    . و طول ویک نیز افـزایش را نـشان مـی دهـد            

یان مغشوش نسبت   بدلیل اندازه حرکت خطی بیشتر جر     
بـه عبـارت دیگـر بـا افـزایش          . باشـد  به جریان آرام مـی    

ز، طول ویک وسعت بیشتری پیـداکرده و وجـود          رینولد
ــاد    ــان ایج ــدان جری ــشتری از می ــول بی ــتوانه در ط اس

در این حالت با وجود افـزایش زاویـه         . اغتشاش می کند  
جدائی، فاصله بین دو نقطه جـدائی بـالا وپـائین کمتـر             

. کنـد  یه ویک محدوده کمتری را اشـغال مـی        شده و ناح  
پـشت اسـتوانه کـه      بنابر این اختلاف فشار بـین جلـو و          

ناشی از محدوده وسیع ناحیه ویک در حالت آرام بـود و            
 فشاری  قابل ملاحظه ای می شـد،         11باعث نیروی درگ  

در حالــت مغــشوش کــم شــده و نیــروی درگ وارد بــر 
علت ایـن امـر، انـدازه       . استوانه به شدت کاهش می یابد     

حرکت خطی زیـاد جریـان مغـشوش اسـت کـه باعـث              
 خـود را    12کل منطبق بر بدنـه    شود خطوط جریان ش    می

بـه  . حفظ نمایند و فشار معکوس روی استوانه کاهش یابد        
 همین دلیـل بازیـابی فـشار در پـشت اسـتوانه در جریـان              

مقـدار ضـریب فـشار       مغشوش بیشتر از جریان آرام بوده و      
                                                 
9 -Thwaite 
10 -Head 
11 -Drag force 
12 -Streamlining 
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در جریـان مغـشوش بزرگتـر از جریـان آرام           ) bCp(مبنا  
  .است
رینولـدز   بـا    یان لایـه مـرزی مغـشوش       جر  در )5( شکل

، یکبار با در نظر گرفتن اثر ضخامت جابجـائی          440000
لایه مرزی در روند حـل عـددی و بـار دیگـر بـدون آن                

از ایـن شـکل ملاحظـه       . دهد ضریب فشار را نمایش می    
می شود که مدل سـازی جریـان، بـدون در نظرگـرفتن             

سـط،  ضخامت جابجائی لایه مرزی در اعداد رینولدز متو       
 زاویـه جـدائی   . خطای قابـل ملاحظـه ای را در بـر دارد          

 حـدود  ای جریان آرام به    درجه بر  80از حدود جریان نیز   
  .رسیده است برای جریان مغشوش درجه 105

 نـشان   )6 (نتایج بدست آمده از توزیـع فـشار در شـکل          
ر ضـخامت   ثاز ا  اگر   4280000رینولدز   دهد که برای   می

  انـدکی   نیم خطای بسیار  جابجائی لایه مرزی صرفنظرک   
مـی تـوان از جریـان       بوجود آمـده و بـا دقـت مناسـبی           

در همچنـین   . صرفنظر نمود در رینولدزهای بالا    مجازی  
 ضـریب فـشار پـس از نقطـه جـدائی          ،    تمام منحنی هـا   

)bCp(  جریـان در  زیـرا  ، ر ثابتی باقی می ماند   ا در مقد 
 احتمال وجود سیال     و شتهناحیه ویک حالت تصادفی دا    

و ایجاد فشار آن روی سطح استوانه در همه جا یکـسان            
  .است

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

شـود کـه در جریـان آرام         مشاهده مـی  ،  )7(طبق شکل   
، موقعیت خط جریـان از مقـدار        244000 رینولدز   برای

س از پ ـ  درجـه 78 درجـه بـه مقـدار    125حدس اولیه 
حدس اولیـه از     .همگرائی روش حل عددی رسیده است     

 درجه شروع شده و پـس از همگرائـی زاویـه            125زاویه  
 درجه نیز رسم شده و سپس بـه منحنـی           78جدائی در   

  . ئی رسیده استنها
 بـا   sγوwγدهد که روند تغییـرات     نشان می ) 1(جدول  

. افــزایش رینولــدز از نظــر قــدر مطلــق کاهــشی اســت 
ــا افــزایش mCpهمچنــین ملاحظــه مــی شــود کــه   ب

رینولدز، کاهش یافتـه و بـا رسـیدن جریـان بـه حالـت               
 .گیـرد  گ کاهش سریعتری را به خـود مـی         آهن مغشوش

نیـز در جریـان مغـشوش       mCpدرصد خطا در محاسبه     
. رسـد    درصـد نمـی    3آرام است امـا بـه       بیشتر از جریان    

مغشوش شدن جریان اثر چشمگیری روی افزایش کنـد         
زاویه جدائی نیز بـه شـدت تـابع         .  ندارد LWطول ویک   

  . دهد  تغییرات زیادی را نشان میجریان بوده ونوع 
  
  
  
  
  

  
  
  
  

sγ  wγ  sepθ  Lw  Deviation  
(%) Cpm Cpm(exp) Re 

21984/0-  2146/0-  80  4  023/0  3197/1- 32/1-  101000  
21135/0  212/0-  76  4,2  55/0  074/1-  08/1-  207000  
20869/0-  2069/0-  78  4,4  42/0  175/1-  18/1-  244000  
2004/0-  20035/0-  84  4,8  24/2  21/1-  24/1-  323000  
1778/0-  17859/0-  105  4,9  63/2  85/1-  9/1-  428000  
1775/0-  17829/0-  106  4,92  08/2  88/1-  92/1-  440000  
16575/0-  16597/0-  109  5,6  65/2  9/1-  95/1-  4280000  

  نتایج عددی-جدول ا
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